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0 @f& Vyfucteni: Hydrodynamika aneb Hydrocteni Il
s

\% Hydroéteniﬂ z tfetiho ro¢niku jsme se zabyvali tzv. hydrostatikou neboli chovanim stojicich
kapalin; toto Vyfucteni konéilo tim, ze o hydrodynamice, chovani pohybujicich se kapalin, na-
piSeme pozdéji. Zminény moment nadesel, Hydrocteni II je zde. Byt se obé Vyfucteni tykaji
tekutin, neni nutné ¢ist predem prvni dil — obé discipliny jsou vcelku odlisné.

Nez zaCneme, jaké vyuziti vlastné hydrodynamika ma?

e energetika a chemicky priumysl — ndvrh potrubi, cerpadel aj.,

e vyzkum cirkulace v ocednech,

e navrh plavidel,

o zkoumdni pohybu ldtek v organismech (napf. krve v medicing). . .

A jaky popis hleddme? Jako obvykle ve fyzice — co nejjednodussi a zaroven univerzalni
(abychom jim popsali celou fadu problému)¥ Dejme se do toho!

Uvodem

Budeme tedy mluvit o hydrodynamice — soucasti fyziky zabyvajici se pohybem kapalin. Ta
spoleéné s aerodynamikou (proudénim plyni) tvoi{ védni obor dynamika tekutin. Pfiddme-li
k dynamice tekutin i dynamiku deformovatelnych pevnych latek® mluvime o dynamice kontinua
(spojitého prostiedi).

Spojitym chceme fict, Zze hmota je souvisld, muzeme ji libovolné délit. Spravné namitnete,
ze to neni pravda — prece existuji atomy — nicméné soustiedit se zvlast na kazdou ¢éstici by bylo
nejen nemozné — ale taky zbytecné. Pii tak obrovském poctu Castic se uvazovanim spojitosti
nedopoustime prakticky zddné chyby a s kontinuem umime lépe pracovat. Co vic, v nékterych
ptipadech za kontinuum povazujeme i materidly s vétsimi Casticemi — typu pisek nebo mouka.

Na druhou stranu, uvazujeme-li deformovatelnd télesa, muze existovat situace, kdy by i pev-
nd latka plisobenim sil dostala tvar podle nddoby (ovSem pusobici sila by musela byt velmi
velkd). Spravné kritérium pro rozliSeni mezi pevnou latkou a tekutinou je, Ze u pevné latky
existuje rozsah sil, ve kterém je deformace elasticka, zatimco tekutiny se pii ptisobeni sily de-
formuji nevratné. Miru tekutosti néjakého télesa urcuje tzv. viskozita, kterou se budeme zabyvat
na konci Vyfucteni.

Modely kapaliny

Predstavme si néjaky hydrodynamicky jev, treba kdyz padlujeme a jednou se opreme padlem
do vody a vytvori se vir. Dokazeme predpovédét, jak budou vzniklé viry a proudéni vypadat?

Podle Newtona mame k dispozici pohybové rovnice. Mohlo by néas tedy napadnout, ze vez-
meme padlo jako jedno téleso, na které ptisobi vnéjsi sila nasich pazi, a pak vezmeme jednotlivé

b attps://vyfuk.mff.cuni.cz/_media/ulohy/r3/vyfucteni/vyfucteni_2.pdf

2Zku:§enéjéi z vas si nejspis vsimli, Zze jednoduchost a univerzalnost fyzikdlniho popisu spolu souvisi —
kdybychom zacali do modelu pfiddvat hodné parametri, velié¢in apod., pravdépodobné bychom jej nebyli
schopni pouzit na popis vicera jevi. Naopak vyberme par veli¢in a pro ty napisSme jednoduché vztahy — casto
vyjadiujici vlastnosti naprosto trividlni. Principu upfednostnoviani jednoduchého se nékdy fikd Occamova
bfitva.

3Vice o deformacich se mitzete docist ve Vyfucteni https://vyfuk.mff.cuni.cz/_media/ulohy/r7/vyfucteni/
vyfucteni_3.pdf


https://vyfuk.mff.cuni.cz/_media/ulohy/r3/vyfucteni/vyfucteni_2.pdf
https://vyfuk.mff.cuni.cz/_media/ulohy/r7/vyfucteni/vyfucteni_3.pdf
https://vyfuk.mff.cuni.cz/_media/ulohy/r7/vyfucteni/vyfucteni_3.pdf
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atomy vody jako zbyla télesa. Napiseme si Newtonovy zdkony, miizeme rovnice vyresit a zjis-
time, jak budou viry vypadat.

Postup s Newtonovym zdkonem asi neni zrealizovatelny, protoze nedokadzeme zjistit ani po-
¢atecni polohu vsech atomt. Je ale cenny v tom, Ze ndm ukazuje jednu dobrou véc: vzhledem
k tomu, ze Newtonovy rovnice maji jedno feseni, teoreticky by mélo byt mozné pohyb predpo-
védét. Zname preci gravitacni zrychleni, parametry padla, vSechny okrajové podminky atp.

Zkusme ale jiny postup: padlo pordd bereme jako téleso, ale misto atomi pocitdme s mysle-
nymi malymi krychlickami vody. To uz je predstavitelnéjsi, malé krychlicky si lze 1épe predsta-
vit. Nyni se ndm oteviraji dvé cesty. Bud pomoci matematickych metod uvazujeme, Zze objem
krychlicek je nekonecné maly. Pak by snad chyba zplsobena touto tivahou byla taktéz neko-
necné mald, a to je dobfe. Timto bychom obdrzeli tzv. Navier-Stokesovy rovnice. Druhy zptsob
spo&iva v tom, Ze nechdme krychlicky mit néjakou koneénou velikost (tfeba 1 mm?®) a nechdme
pocitac spocitat pohyb. Dostaneme nepiesny vysledek, ale zase ho za nds muze spocitat pocitac.

Nevyhoda Navier-Stokesovych rovnic spoc¢iva v tom, Ze je velmi tézké je vytesit, v nékterych
pripadech ani neni mozné napsat jejich fesSeni na papir (vime, Ze Feseni existuje, ale neumime
ho lehce popsat) — o tom vice nize. Nevyhoda pocitacové metody zase nespociva ani tak v ne-
prenosti — ukazuje se, ze jeho modely funguji. Problém vsak je, Zze jeho vypocty trvaji dlouho
a i tak neni jednoduché napsat dobry vypocetni, resp. simula¢ni program.

Nabizi se jesté treti moznost — fekneme si, ze kol je moc tézky a spocitdme jen néco. Nebu-
deme se tedy snazit popsat presné cely vyvoj, ale jen nékteré veli¢iny, napt. tlak a prutok. Taky
uCinime nékteré idealizace, treba ze kapalinu nelze stlacit. Specidlné zavedeme pojem idedini
kapalina. Tou budeme rozumét kapalinu, kterd neni stlacitelnd a nedochézi v ni k zddnému
tfeni. Realné neexistuje, ale mnoho kapalin je ji velmi podobnych.

Daéle se vyddme tiet{ cestou (popiSeme jen néco), dvé cesty vySe jsme popsali spiSe pro
zajimavost.

Dodatek: proc je tézké vyresit Navier-Stokesovy rovnice

Urcité jste se ve skole jiz setkali s rovnicemi, ale vzdycky jste je vyftesili. Jak se muze stat,
7e existuje rovnice, kterou je tak tézké reSit? Je to totiz jiny typ rovnice, nez ktery se fesi
na zékladnich a stfednich skoldch. Zatimco pro vas je fesenim rovnice obvykle jedno cislo x
¢i v soustavé rovnic nékolik ¢isel, Navier-Stokesova rovnice dava jako vysledek polohu ¢Eéstic
v ¢ase. Musime tedy pro kazdou éastici dostat jeji funkci x(t) — asi si dovedete predstavit, ze
je téz8i hledat funkci nez Cislo. A téchto ¢astic (funkci, které hleddme) je nekone¢no.

Snad si nyni dokazete predstavit, proc¢ je tézké spocitat pohyb tekutin. Jednad se dokonce
o jeden z tzv. problému tisicileti, na ktery ani nejlepsi fyzici neznaji iplnou odpovéd.

Rovnice kontinuity

sy,

Asi kazdy pri hrani si se zahradni hadici zjistil, Ze ¢astecné zakryti hubice zvysi rychlost stiikajici
vody. Tento jev jde vysvétlit pomoci rovnice kontinuity. Jelikoz poc¢itame s tim, ze voda je idedlni
kapalina, tudiz nestlacitelnd, musi v kazdém prirezu potrubi za ¢as At projit objem vody AV.
Pokud se v pribéhu toku méni obsah priufezu S, mizeme objem rozepsat jako AV = SAx =
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= SvAt, kde Az je vzdélenost, kterou voda urazi za ¢as At rychlosti v. Pro dva rtzné tseky
o ruznych prufezech S; a Sz, ve kterych tece voda rychlosti v1 a ve, plati rovnost

AV = Sll)lAt = SQ’UQAt,
S1’U1 = SQUQ . (1)

Takto se nam podarilo odvodit rovnici kontinuity. Jinymi slovy tika, ze v kazdé ¢asti potrubi
se zachovava soucin obsahu prifezu a rychlosti vody v daném misté, této konstantni veliciné se
i{ka objemovy tok gv a mé jednotku [gy] = m®-s™" = m®/s. Pomoci rovnice kontinuity lze vy-
pocitat rychlost vody stiikajici ze zakryté zahradni hadice nebo vody vytékajici z vodovodniho
kohoutku.

Méme-li potrubi o poloméru r, které se nasledné ztz na poloviéni polomér ' = 0,57, bude
pro vyslednou rychlost v’ platit

2
/ !
v =n—0,

4

2 /2
mr v=nmnr

/
v =4v,

tedy voda timto mistem potece 4krat rychleji. Je ziejmé, ze ¢im tenci bude potrubi, tim vétsi
rychlost bude mit voda uvnitf — coz se shoduje s nasi zkusenosti se zahradni hadici.

Miuzeme se ptit — existuji i zobecnéni rovnice kontinuity? Uréité by mély, nebot i sebepodiv-
néjsi (i stladitelnd) hmota nemuze jen tak zmizet® Dokonce existuje univerzilni tvar, ktery bude
vice ¢i méné ocekdvané vyskakovat v riaznych oblastech fyziky. Ten je vSak matematicky vy-
(ta muze byt proménlivd) na tvar ([l)):

0Sv = konst. ,

ktery plati i pro stlacitelné kapaliny a ¥ikd, Ze se zachovavd hmotnostni tok (kilogramy za
sekundu).

Bernoulliho rovnice

Pro obecnéjsi popis proudu kapaliny, ale i tekutiny, se pouziva Bernoulliho rovnice. Ta popisuje
energii kapaliny pro rtznou vysku h, rychlost v a tlak p kapaliny v ruznych ¢astech toku. Jeji
zékladni tvar je

p+ %QU2 + ogh = konst. , (2)

neboli soucet tii ¢lent vyse je ve vsech mistech kapaliny stejny, tento soucet se zachovava.
Jestli vam tento princip pfipomina zdkon zachovani energie, jste na spravné stopé, tento zakon
funguje podobné. Nez si vysvétlime puvod rovnice, ukazme si, jak se pouziva.

Rovnice je vlastné zdkon zachovani energie pro ruzna mista toku idedlni kapaliny. Pouzivame
ji tak, ze potfebujeme-li znat néjakou z vystupujicich veli¢in v uréitém misté (napt. vytokova
rychlost v1 kapaliny z nddoby) a zndme ostatni veli¢iny v tomto bodé (tlak pi, vysku h;
a hustotu p), najdeme si jiny, ,referenéni* bod v kapaliné (napf. bod na volné hladiné, kde

4Uvahy o anihilaci ponechme jingm Vyfuétenim.
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zname tlak ps, rychlost v, vysku hs a hustotu g) a napiSeme si Bernoulliho rovnici mezi témito
dvéma body

1 1
p1+ 591)? + ogh1 = p2 + §Qv§ + ogha .

7 této rovnice uz umime vyjadrit hledanou rychlost v;.

Ukazme si jesté, jak jednotlivé Cleny souvisi se zdkonem zachovani energie. Kdybychom méli
kapalinu zndmého objemu V', mohli bychom jeji kinetickou a potencialni energii rozepsat stejné,
jako v mechanice hmotného bodu nebo tuhého télesa, tj.

FEix imv2 ,

E, = mgh.

Tyto veli¢iny zavisi na objemu, protoze m = pV. Této zavislosti se chceme zbavit, protoze
objem se u stlacitelnych kapalin muze ménit a ostatni veliciny se mohou ménit v raznych
bodech objemu. Zavislosti se zbavime tak, ze vztahy vydélime objemem

By 1 5
e = — = — oV
K 14 2'9 ’
E,
— 2P _ ah.
€p % o9

Takto vzniklé veli¢iny nazyvdme mérné (mérnd kinetickd energie a mérnd potencidlni energie)
a obvykle zna¢ime malymi pismeny.

Muze dochdzet k vyméné energie jesté jinak? Obecné mize, a to prenosem tepla nebo
kondnim prace? Prvni neuvazujeme. Konani mechanické prace zohlednuji ¢leny za kinetickou
a potencidlni energii. Jenze to neni vse, jesté tady mame tlak. Tlakova energie se vypocte jako

Etl = pV

Pro¢ tomu tak je? Presvéd¢me se tim, ze ukdzeme, ze zména této veliciny odpovida vykonané
praci. Predstavme si tieba, ze néjaka kapalina tla¢i na pist o plose S, je v ni tlak p a zméni
svij objem. Pak plati:

F
AEV = F(IQ — 171) = 3(51}2 — Sl‘1) = p(‘/g — Vl),

kde jsme vyuzili definici tlaku (tlak je sila pisobici kolmo na jednotkovou plochu) a objem
jsme rozepsali jako objem kvadru s obsahem podstavy S a vyskou z. To je tzv. objemova prace
a odpovida napt. praci hydraulického zvedédku.

Obdobné pii zméné tlaku dochézi ke zméné

AEU =V (p2 _p1)>

coz je tzv. tlakova prace, kterou kond napt. cerpadlo.
Ukézali jsme si tedy, Ze vSechny tfi ¢leny v Bernoulliho rovnici maji vyznam energie. Tato
rovnice tak vskutku vyjadfuje znamy zakon zachovani energie pro kapaliny.

5Tak pravi 1. princip termodynamicky.
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Aplikace hydrodynamiky
Hydrodynamicky paradox

Zajimavy dusledek Bernoulliho rovnice je tzv. hydrodynamicky paradox. Pokud bychom dali
dva listy papiru k sobé a foukli mezi né brékem, oCekavali bychom, zZe se listy od sebe oddali,
ale ejhle — papiry se k sobé pfitiskly (to si muzete sami zkusit). Pojdme si tuto zédhadu osvétlit
s pomoci Bernoulliho rovnice.

Konstanta na pravé strané rovnice (E) nam iika, ze zvétsi-li se jeden ¢len, musi se Gmérné
tomu zmensit jiny. Pro vodorovné proudéni mizeme odecist ¢len za potencialni energii tthovou
a dostavame, ze

1 9
p+ 5,91) = konst.

To tika, ze zvysi-li se rychlost, dojde k poklesu tlaku. Tomu se tikd hydrodynamicky paradox,
protoze na prvni pohled se to muze zdat nelogické. Foukneme-li vzduch mezi papiry, mohli
bychom cekat, ze proudici vzduch bude mit snahu ,;udélat si misto“. Z Bernoulliho rovnice vsak
vime, Ze jeho tlak bude nizsi nez tlak okolni atmosféry (protoze ta je v klidu). Rozdil tlaka pak
vyvola silu, ktera pritiskne papiry k sobé.

Tentyz jev je mozno pozorovat i v zuzujicim se potrubi. Zmensi-li se priumeér, dojde ke snizeni
tlaku, i kdyz bychom mohli cekat, ze bude mit proud ,natlaceny“ do mensiho potrubi tlak vetsi.
Z rovnice kontinuity vSak musi platit v1.51 = v2S2. To v souladu s Bernoulliho rovnici zpuisobi
pokles tlaku na pa < p;1.

Rychlost toku z kohoutku

Nyni se podivame na slozitéjsi pripad s vodou z kohoutku, kdy nés bude zajimat, jakou rychlosti
voda vytéka. Pravé kdyz voda vytéka z kohoutku, mé prifez Sp a mé rychlost vg. Obsah Sp
muzeme urcit celkem jednoduse: miazeme napt. zmérit prumeér proudu vody dp pravitkem a z néj
So dopocitat. Rychlost vody takto jednoduse neuré¢ime a misto toho zméfime obsah prifezu
vody S1 ve vzdalenosti h od mista vytoku. V tomto misté ma voda rychlost v1 a tu dokdzeme
odvodit pomoci predeslych velicin. Pouzijeme-li Bernoulliho rovnici

1 1
po + 5@@3 + ogho = p1 + 591)? + oghi ,

miuzeme udélat nékolik predpokladi. Proud vody se nachéazi v prostiedi s konstantnim atmo-
stérickym tlakem p, = po = p1, tudiz se oba ¢leny navzajem vyrusi. Uré¢ime-li hladinu nulové
energie v misté méfreni druhého prirezu, tedy vzdélenosti hp = h od usti, bude mit voda
v tomto misté nulovou potencialni energii a ¢len vypadne. Posledni apravou bude vydéleni celé
rovnice hustotou vody p, jelikoz je v kazdém misté stejnd. Pro jednoduchost se zbavime zlomka
vynasobenim dvéma a ziskdme tvar
'ug + 2gh = fuf .
7Z rovnice kontinuity poté plyne

Sovo = S1v1,

Sovg = 51\/1)(2) + 2gh,

o — 2ghS?
=\ o
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Jinak slozity tkol, méfeni rychlosti vody, jde jednoduse urcit zméfenim obsahu prifezu vody
u usti a poté v urcité vzdalenosti od néj.

Bonus: Viskozita

Spousta zajimavych jevi, které mizeme pozorovat i doma, souvisi s viskozitou neboli vnitfnim
tfenim tekutin. Protoze jejich popis presahuje ramec tohoto textu, pfipojujeme pod carou
odkazy na zajimava videa.

Prvni video! je znamy pokus se skrobem a vodou. Dobte ukazuje, ze jednotlivé kapaliny se
lis1 nejen velikosti vnitiniho tfeni, ale také zptisobem, jak reaguji na deformace. Ovladate-li ang-
lictinu (pfipadné méte-li nékoho, kdo umi preklddat), doporucujeme brilantni video o podivném
chovani kecCupu*

Posledni video® demonstruje tfi jevy. Prvn{ z nich souvisi s napétim v polymerech (latky
tvotrené velkymi molekulami, fadové stovky i vice atomt1). Druhy jev nastéva, pokud se kapalina
chova natolik pruzné, ze vyslednice sil ptisobici na rotujici kapalinu sméruje dovnitf. Posledni
jev je opakem chovani skrobu. Dopadajici proud méa malou viskozitu a dopada na hladinu, ktera
je velmi tuhd. Diky tomu je mozné, aby se é)roud po dopadu ohnul a odletél pry¢. Pro esteticky
dojem pridavame Kayeho efekt zpomalenét

Zavér

V tomto Vyfucteni jsme si povédéli néco malo o vlastnostech kapalin a popsali nékteré dulezité
jevy a zédkony. Z nich jsou nejpodstatnéjsi rovnice kontinuity a Bernoulliho rovnice, které tvori
zékladni nastroj ke zkoumani hydrodynamickych jevt.

Mnozstvi zajimavych jeva jsme zde kvili jejich ndro¢nosti nemohli fadné popsat, ale i pfesto
vérime, ze vam text poskytl zdkladni prehled o tom, s ¢im se mizeme potkat.

Hydrodynamika je velmi rozsdhly obor, a proto neni potfeba zoufat, pokud méte spoustu
nezodpovézenych otazek. Vzdycky miizete napsat organizatorim nebo hledat na internetu™ ¢i
v knihovné.

Pokud se rozhodnete studovat fyziku nebo néktery z prirodovédnych ¢i technickych obori,
jesté se s hydrodynamikou setkate — proudéni krve v mediciné a pribuznych oborech, pohyb
zemin a pohyb vod v ocednech, sdileni tepla, ¢i obtékani v technickych oborech. Do té doby
dostanete silnéjsi matematické nastroje, které spoustu véci zjednodusi a poskytnou jiny pohled
na véc.

Do té doby prejeme hlavné zdravi a také hodné tispéchu ve vSem, co vas bavi.

Shttps://youtu.be/CU2z0B69X1¢g
“https://youtu.be/KB43fM_ozKQ
8https://youtu.be/nX6GxoiCneY
Shttps://youtu.be/GX4_3cV_3Mu
19Diky fadé experimenti existuje i spousta videf o této problematice, drobny problém miize byt casté absence
ceského prekladu.
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