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Uloha VL3 ... Highway to Hell 6 bodii; pramér 5,45; fesilo 11 studentt

Drive, nez bude skrz Kuzelovy vrch, ktery ma s dostatecnou presnosti tvar kuzelu, postaven
novy tunel, ma Jirka na vybér. Musi si vybrat, jestli jej pfi cesté z jedné strany na druhou
objede po silnici obkruzujici jeho tupati, nebo to vezme primo do kopce a z kopce pres jeho
vrchol. Vrch ma vysku h a polomér podstavy r. Palivo mize Jirka uSetrit tim, Ze za vrcholem,
ktery je v poloviné cesty, vypne motor a sjede z kopce samospadem.

Jirkovi je jasné, ze se mu prima cesta vyplati jen do urcité maximalni vysky h. Pomozte
mu ji najit, kdyz vite, Ze na ujety kilometr spotiebuje zapnuty motor C' mililitri paliva a jeden
mililitr poskytne H joulii energie Jirkové vozu o hmotnosti m. Zajima nés tedy, jakou vysku h
by kuzel o poloméru podstavy r musel mit, aby Jirka spotifeboval stejné mnozstvi paliva na
jeho objeti, a na jeho vyjeti nahoru a poté sjeti dolii?

Ndvod: praci vyjezdu na kopec miizete uvazovat jako soucet prispévki jizdy po rovince
pomyslné podstavy pod cestou + vytazeni auta do odpovidajici vysky.

Bonus pro velmi ndrocné: zapocitejte do vysledku presné prodlouZeni trasy zavislé na h.

Zacneme urc¢enim mnozstvi energie, kterou je tieba dodat pro ujeti jednoho metru. Na jeden
kilometr spotiebujeme C mililitrtt paliva, na jeden metr to tedy bude C - 1072 ml, a kdyz
jeden ml dod4 H jould, tak C-1072 ml dod4 C - H -10~2 J. Vsimnéte si, e s C a H zachdzime
jako bezrozmérnymi velicinami. Energetickou spotfebu auta si mizeme oznacit napt. S:

S=C-H-103Jm™ .

Ted, kdyz vime, kolik energie je potfeba na ujeti jednoho metru, musime jesté spocitat,
jakou drahu Jirka v jednotlivych pripadech urazi.
1. Jirka objede kopec: urazi tedy drahu o velikosti poloviny obvodu kruhové podstavy:
S1 = 1r
a spotfebuje energii:
E1 = STET.

2. Jirka kopec prejede: musi dodat energii na urazeni drdhy r (na vrcholu kopce vypne
motor) a potencidlni energii
E, =mgh,

celkovd vydand energie tedy bude:
E> = Sr + mgh.

Abychom zjistili hrani¢ni vysku h, kdy je jedno, kterou cestou se vyda, musime ¥ict, ze 1 = Fa:

Snr = Sr + mgh
(r — 1)Sr = mgh
(r—1)Sr
mg

h = (1)

Bonus pro velmi ndroéné: Rozdil ve dréaze nastane pouze pti jizdé do kopce a z kopce. Zde
tentokrdt nemuzeme pocitat s tim, ze Jirka jede po pomyslné podstavé piimou Carou, protoze
ve skuteénosti nejdiive vyjizdi po preponé pravotuhlého trojihelniku s odvésnami r a h. Aby
kopec prejel, staci mu opét pouze vyjet na vrchol. Palivo ale pali na dréaze

s =12+ h2,
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celkové spotfebuje energii

Ey=+/124+h2-S+mgh.

vvvvvv

Str=+/r2+h?2-S+ mgh

nr = r2+h2+—mgh (2)
2
(nrfngh) =72+ 1?
9 2 2,2
Tt WO e

Vznikla ndm kvadratické rovnice, kterou prevedeme do tvaru:
ar’ +br+c=0,

kde a, b, c jsou néjaké konstanty. Tato rovnice se Tesi napred vypoctem takzvaného diskrimi-
nantu D:
D=b - 4ac,

ktery potom dosadime do vzorce pro koreny rovnice:
v —-b++vD
- 2a '

Ted se vratme zpét k nasi rovnici prevedené do pozadovaného tvaru:

2 2
(mSQg 1) h2+(72ngmg)h+7“2(ﬁ2*1):0, (3)
vyjaddiime diskriminant:
Ax2r2m2g? ) 2o 4r?m?g?  4n?rim2g?
D= ——71 7" —4r°4+4n"r" + -
S? S? S?
2 2
D = 4r* (msf+n2—1>

a dosadime do vzorce pro koren:

2rnrmg/S £ 2r\/m292/5'2 +m2 -1
h= 2(m2¢2/52 — 1) ’
mg/S £ \/m2g2/5'2 +n2—-1
- m2g2/52 — 1 ’

Dostali jsme trochu komplikovany, ale pomérné piresny vzorec s neurcitym znaménkem. Protoze
jsme ale pri odvozovani pouzili neekvivalentni tpravu, tedy tpravu, kterd nezachovava pocet
feSeni, musime provést zkousku dosazenim do ptuvodni rovnice (B), ¢imz zjistime, ze plati pouze
feseni s minusem. Stejného vysledku se mizeme dobrat i ¢isté fyzikalni ivahou. Predpokladejme
tfeba, ze zlomek mg/S je mnohem vétsi nez jedna ¢ili pocet joulti na metr je mnohem véts{ pfi
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jizdé do kopce nez pii jizdé po rovince — toto by odpovidalo napt. dobrému stavu silnic a velké
efektivité vozidel. Poté miizeme aproximovat nésledovné:

wmg/S £ /m?2g?/5?
P

m2g2 /52

hzr-i(n:tl).
mg

Vidime, ze mame dvé feSeni, pfi¢emz predesleme, ze fyzikdlné spravné (a shodné s pfibliznym
vysledkem ([l])) je pouze to mens? (s minusem), coz plati i o kompletnich pfesnych vztazich vyse.
Je sice pravda, Ze obé TfeSeni jsou kladnéd (a Kuzelovy vrch by tedy mohl nabyvat obé vysky),
ale jen jedno odpovida tomu Jirkou hledanému. Podivejme se zpét na kvadratickou rovnici (é)7
ze které jsme predtim urcovali diskriminant. Pro mg/S > 1 se z ni stava:

m292 2 2nrmg 2,2
( 52 )h +(_ 5 )h”(” -D=0,

v o~

Po mnoha tpravich (véetné doplnén{ na ¢tverec a odmocnéni rovnice, které feseni opét rozstépi
na dvé) tuto rovnici pfevedeme na tvar porovnatelny s pivodnim zadanim (E)

mgh

mr=FVr2 4+ = (4)

Jasné vidime, Ze jde zase o rovnice linedrni v h, které muzeme velmi snadno prevést na uz
zminénou dvojici FeSeni:

S
h=ro(xE 1), (5)

Ponauceni v tomto bodé muze byt, ze pokud nékteré ¢leny z rovnic vypoustime pro zjedno-
duseni, rovnice se mohou i zménit z kvadratickych na linedrni. Téchto linedrnich rovnic je ale
tolik, kolik ma byt korend.

Pro¢ je tedy spravné feseni s minusem? Ze dvou hledisek: za prvé Jirka hledd maximéalni
vysku, pro kterou se vyplati jet do kopce namisto okolo, tj. minimalni vysku, na které se
pravd strana ([lf) stava vétsi nez levd. Pri zadné vétsi vysce uz cesta do kopce nemize byt opét
vyhodn4, protoze spotfeba se pak jen zvysuje, a pfitom draha okolo Kuzelového vrchu zistava
konstantni, tj. cesta okolo je se zvétsujici se vyskou stdle vyhodnéjsi. Minimalni vyska vrchu,
kterou muzeme uvazovat, je nulova. Pokud tedy tvahu zac¢indme z nejmensi konecné vysky,
prvni mensi koren, na ktery narazime, bude i spravny. Druhym hlediskem je fyzikalni podoba
rovnice. Reseni rovnice ({f) s minusem odpovidé rovnici () s plusem, tj. podobné jako kdy#
jsme v rovnici (E) spotfebu pri vyjezdu pri¢itali. V pfiblizen{ velkého mg/S prosté jen v rovnici
chybi ¢len +h?, ktery byl predtim pod odmocninou.

Nakonec v této tloze obecné, at uz v presném ¢i priblizném feSeni, nemizeme zapomenout
na to, Ze vSechny uvedené vysledky jsou pordd jen aproximace, protoze predpokladiame, ze
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spotfeba auta je konstantni v Case. Ve skuteCnosti je spotieba zavisla tfeba i na rychlosti,
protoze s vétsi rychlosti se zvétsuji i odporové sily.

Jiri Kohl
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