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Uloha V1.2 ... Na zahradéd krtek vrta... 6 bodu; primér 4,80; fesilo 20 studenti

Ve méste Glasgow maji jako dopravni systém metro, které jezdi po kruhové trase, a rikaji mu
poeticky Clockwork Orange. Drive, nez se viibec postavilo, bylo potreba propoditat par udaju,
aby bylo jasné, zda by se tato investice vyplatila. Ve zjednodusSené verzi vyresime obdobny
problém.

Metro by jezdilo jednim smérem po kruhové trase, kde by po kazdém kilometru byla umisté-
na jedna zastavka, kterych by bylo celkem 15. Jedna souprava by projela cely okruh za 30 minut
a jeji kapacita by byla 50 lidi. V dopravni Spicce na kazdou zastavku by prisel jeden clovék
kazdych tricet sekund a d& se predpokladat, ze na kazdé zastavce, kterou by souprava projela,
by do ni nastoupili vsichni lidé, kteri by se tam vesli, a pouze Ctyri by vystoupili. Klasicky, jak
je v metru zvykem, se nejdifve vystupuje, poté nastupuje. Cas na vystup a nastup lidi mizeme
zanedbat® Vedeni mésta se pta na tyto otazky:

1. Kolik nejméné souprav by muselo ve sSpicce jezdit, aby se na zastavkach nehromadili lidé
(tj. aby celkovy pocet lidi na vSech zastdvkach neustéle nerostl)?

2. Pokud bychom neméli dostatek souprav, po jak dlouhé trase by se jedna zaplnila, jezdi-
li na okruhu sama a z prvni zastavky na zacatku provozni doby by vyjizdéla prazdn&
(tj. 1 vSechny ostatni zastdvky by jesté byly prdzdné)?

Nejdrive si musime urcit, jak dlouho trva soupravé dojet z jedné zastidvky na druhou. Tuto
dobu si oznac¢ime jako ¢, abychom s ni mohli pracovat obecné. Z tohoto ¢asu vypocteme, kolik
lidi se na zastdvce nahromadi mezi odjezdem soupravy z jedné zastavky a prijezdem do druhé
(nésledujici) zastévky.

Vime, ze cely okruh projede souprava za ¢as t. = 30 min a ze na okruhu je N = 15 zastdvek
rovnomérné rozmisténych tak, ze je mezi kazdymi dvéma rozestup s = 1km. To znamena, zZe
souprava ujede za Cas t. drdhu sc = Ns = 15km. Samozrejmé do t. pocitame i Cas, za ktery
souprava_projede zavérecny usek mezi posledni zastavkou a tou prvni, ze které na zacatku
vyjizdéla*

Z toho uz muzeme urdit ¢as ¢, pomoci zndmého kinematického vzorce t = s/v, kde v = s¢/tc.

te te 30 min
= —8 = — =
Sc N 15

t = 2min.

7Z tohoto ¢asu uz muzeme vypocitat, kolik lidi pribude na zastévce, zatimco souprava jede
z predchozi zastavky. Oznacme intervaly ptichod lidi jako t; = 30s a pocet lidi, kteri pribudou,
n. Pak pro pocet pribyvsich lidi jisté plati:
t  120s

tl 30s

Nyni jiz vime vSe potfebné, abychom mohli zacit fesit obé otazky.

1 kdy# v redlném zivoté jej rozhodné pii planovani zanedbéavat nemtizeme.
2Pokud by zastavky nebyly v kruhu, byla by mezi patnicti zastdvkami drdha pouze 14 km. Doporudujeme
si nakreslit ndkres pro lepsi pochopeni.
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1. Predpokladdejme, ze soupravy jezdi na draze tak, ze maji mezi sebou stejné rozestupy, pro-
toze je to nejefektivnéjsi. Pocet cestujicich v kazdé soupravé je tedy vzdy stejny. Zaméime
se tedy na to, co se déje s jednou konkrétni soupravou.

Dejme tomu, ze na kazdé zastavce do soupravy nastoupi vice lidi, nez z ni vystoupi. Pak
se nékdy nutné stane, ze se preplni a lidé do ni jiz nebudou moci nastupovat. Sledujme
nyni jednu konkrétni zastdvku. Na ni jezdi vozy s periodou T a mezitim pribude néjaky
poéet lidi m. Do kazdého vozu ale nastoupi mensi pocet lidi nez m (nemohou nastoupit
v8ichni, nebot viz je plny), takze na zastdvce nékdo zbude. Nez pfijede dalsi viz, pfijde
dalsich m lidi, poté na zastavce zbude vice lidi atd. V tomto pripadé se tedy zastavky
zacnou plnit.

Musime tedy zajistit, aby do souprav nepfibyvali zadni lidé, jinak by se Casem zacaly
plnit zastavky. Maximalné tedy muzou nastoupit 4 lidé do soupravy na jedné zastavce.
To znamen4, ze soupravy musi jezdit kazdé 2min, jelikoz to je Cas, za ktery prijdou na
zastavku 4 lidé.

Jestlize maji soupravy jezdit kazdé 2min a zaroven jedné soupravé trva presun z jedné
zastavky na druhou 2 min, je jasné, ze souprav musi byt stejny pocet, jako je zastavek, tedy
15. Pokud by souprav jezdilo méné, uz by nestihaly, kdyby jich jezdilo vice, vyprazdnovaly
by se.

2. Na kazdé zastavce do uvazované soupravy pribude tolik lidi, kolik jich je na dané zastavce
v dany cas (jejich pocet odpovidd dobé jizdy soupravy) a zdroven 4 lidé vystoupi (kromé
té prvni, na které nikdo nevystoupi). Nejjednodussi bude odsimulovat si prubéh cesty
jedné soupravy, pokud by na trase jezdila sama:

0= 4(+4) = 8(+8 — 4) = 16(+12 — 4) = 28(+16 — 4) = 44(+20 — 4) = 64. ..

Vidime, ze pocet cestujicich v soupravé by predcil jeji kapacitu na Sesté zastavce.

Kdybychom nechtéli situaci simulovat ru¢né, mohli bychom si vSimnout, ze na k-té za-
stédvce (pro vychozi zastdvku, ve které jesté nikdo nenastupuje, bereme k = 0) pfibude
4k —4 = 4(k — 1) lid{ (tento vzorec oviem plati az od druhé zastévky, kde vystupuji prvni
lidé, tedy podminka je k& > 2). S neomezenym mistem v kazdém metru by se tak pocet
lid{ v zastdvce €. k > 2 za pouziti matematického symbolu > pro sumaci dal vyjadFit

takto:
k k—1

n=44 Y 4Ai-1)=4+4-> i,

i=1 i=1
tj. napt. v zastavce ¢. 3 by to bylo:

n=44+44+2-4=161idi.

Sumu muzeme jesté vyjadrit takto (jedna se o tzv. trojihelnikové ¢islo):

(k—1Dk

=4
n + 5

Tento vzorec plati pro zastavky, na kterych se od vyjezdu soupravy pouze hromadili lidé,
tedy pouze pro prvni kolo cesty. Pfi druhém okruhu soupravy by ptibyvalo lidi v souprave



Korespondenc¢ni seminaif MFF UK pro zakladni skoly Reseni VIII.VI.2

uz vzdy stejné, a to tolik, kolik jich na zastavku pfislo od posledniho odjezdu soupravy,
tedy za 30 min. Za tuto dobu bude na zastdvce 30 min/30s = 601idi, tedy do vlaku celkem
ptibude 60 — 4 = 56 lidi.

Robert Gemrot
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