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Uloha IV.5 ... Uz se to to¢i? 8 bodii; primér 5,00; fesilo 11 student

s

Nékteré kolotoce na poutich se dokazi sklapét tak, ze navstévni-
ci sedi naklonéni na stranu pod tihlem 45° viici zemi jednou nad
a jindy pod ptivodni vodorovnou hladinou, pricemz je osa otaceni
stale kolm4 k zemi tak jako na obrazku. Jednou si Bétka do tako-
vého kolotoce s koeficientem smykového tieni p sedla® (pohledem
ve sméru otaceni), byla pripoutand a nedrzela se. Pri dostatecné
rychlych otackach vsak treni prestalo stacit a Bétka se musela
chytit, aby ztistala na misté. Tihové zrychleni g povazujeme jako
obvykle za znamé.

1. Urcete maximalni otacky kolotoce, kdy se Bétka jesté nemusi drzet, pokud je mezi Bétkou
a osou kolotoce znama vzdalenost r a koloto¢ je zpocatku nastaven do vodorovné polohy.

2. Jak velka je maximalni moznd na Bétku pisobici treci sila_pri hmotnosti m, pokud ji
koloto¢ naklopi o 45° k zemi, avSak pri stejné délce ramene® a dané rychlosti otdceni w
kolem stale svislé osy?

3. Jaké jsou v takovém pripadé opét maximalni otdcky bez drzeni? Jaké podminky by mél
z toho splnovat koeficient treni, aby se navstéva pouté odehrala postupné tak, jak je
popséano v prvnim odstavci?

4. Pokud naopak rameno zvedneme o 45° nad pitivodni polohu, jak se obé podminky zméni?

Své vysledky muzete uvést v tihlové rychlosti (w) i frekvenci (f).

Tuto ulohu je mozno Fesit obecné za pouziti goniometrickych funkci, ale také vyhradné pro
toto zadani uvazenim rozkladu sily, ktera tvori dhlopricku ctverce, jehoz strany jsou svislymi
a vodorovnymi slozkami sily, s pouhym prevodem pomoci v/2. Oba zptisoby jsou zde popsany.
Pokud tedy jesté neumite goniometrické funkce pouzivat, ¢téte toto vzorové reseni klidné dal,
dokud se vyklad nestane pochopitelnym.

Na tvod se zamyslime, jak vzdy urcime, jestli Bétka klouze z kolotoce, nebo ne. Bétka se
obecné nachdzi na néjaké naklonéné roviné svirajici se zemf{ tihel « (naklonénd rovina je sedacka
kolotoce, kterou povazujeme za rovnou). Pokud je koloto¢ rovnobézny se zemi, znamend to jen,
ze o =0°.

Udélame si tedy nacrtek Bétky na koloto¢i, ve kterém zndzornime sily na ni pasobici (viz. ob-
réazek [If).

Jak vidime, polomér otaceni r, je na nacértku jiny, nez je délka ramena r (ostatné to nam
napovidd uz i zadéni). Pro vypocet odstfedivé sily nutné potfebujeme znit polomér otdceni,
ktery vypocteme z pravothlého trojuhelniku na obrazku

To = T COSCL.

'Recké pismeno [mi] je dalsim z ¢éasto pouzivanych symbola pro koeficient smykového t¥eni kromé f.
2Polomér otdceni bude tedy nutné mensi nez délka ramene.
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Obr. 1: Rozklad sil piisobicich na Bétku.

Bétcinu tihovou silu o velikosti Fg = mg sméfujici kolmo k zemi jsme rozlozili na slozky Fn1,
kterd sméfuje kolmo k podlozce (sedacce kolotoée) a na Fai, kterd pomahd Bétce sklouznout
dolti. Jejich velikosti odvodime pomoci goniometrickych funkci sinus a kosinus

Fn1 = Fgcosa,

Fd1 = FG sin .

Odst¥edivou silu o velikosti F, = mw?r jsme rozlozili taktéz do dvou slozek: Fy2, kterd ,nad-
zvedava“ Bétku ze sedacky (dle naseho naértku mé opadny smér nez Fyi1) a Fyo, kterd pomaha
Bétce sklouznout ze sedacky (tedy ma stejny smér jako Fai1). Jejich velikosti jsou

Fho = Fosina,

Fyo = Focosa.

Nesmime ale zapomenout, ze pokud bude koloto¢ nadzvednuty (misto poklesnuty), bude mit Fyo
stejny smér jako Fn1 a naopak Fy2 bude mit opacny smér nez Fq;.

Hrani¢ni podminka pro to, jestli Bétka sklouzne, nebo ne, je vyjadrena rovnovahou sil
tecnych s naklonénou rovinou. Konkrétné jde o rovnost treci sily Fi = puF, a pohybové, kterd
ji stahuje dolu:

/J,(Fnl :|: Fnz) = Fd1 :|: FdQ .

Znaky + na obou stranich rovnice vyjadiuji smér dané sily — pokud méa druh4 sila stejny smér
jako prvni, tak ji pricteme, pokud opac¢ny smér, tak ji odeCteme. Vzpomenme si totiz na to, ze
treci sila pisobi vzdy proti sméru pohybu.

Hodné z nas ale neni zbéhlych v pocitani se siny a kosiny. V zadéni ptikladu mame vzdy
bud thel @ = 0° (v prvnim podiikolu), nebo tthel a = 45° (v ostatnich podikolech). Reseni
nebudeme provadét tiplné obecné, ale trosku si pomuzeme tim, ze hned budeme dosazovat za
siny a kosiny.

Hodnota 45° je zvlastni v tom, Ze pro ni plat{

sin 45° = cos 45° = . Q,
V2 2
coz lze odvodit geometricky (thel 45° se vyskytuje naptiklad v jednotkovém étverci, jehoz uhlo-
pifcka mé délku v/2). Budeme tedy vidy za hodnoty sin 45° a cos45° dosazovat hodnotu 1/+/2
(ackoliv matematiktim se to moznd nebude 1ibit, nebot mdme odmocninu ve jmenovateli).
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1. Zopakujeme si, k ¢emu jsme dospéli v prvnim odstavci.

Na Bétku pisobi smérem ven z kolotoce odstirediva sila F, o velikosti F, = mw?r. Proti
této sile, pokud se Bétka nedrzi, pusobi pouze tteci sila Fi, kterou spoc¢teme z normalové
sily F, = mg jako Fy = puF, = mgu. Bétka se muze nedrzet pravé do té chvile, dokud je
F; > F,. V hrani¢nim pripadé tedy plati Fy = Fo, tedy

mw’r = mg .
Z c¢ehoz vyjadiime maximalni thlovou rychlost kolotoéeE

gr
r

w =

Pokud bychom chtéli zjistit pocet otacek f za sekundu (frekvenci otdceni), prepoCteme
podle vzorce w = 2nf.

2. Bétc¢inu tihovou silu musime rozlozit do sméru, ktery je kolmy k podlozce (k sedacce) a do
sméru, ktery naopak pomahd tomu, aby Bétka ze sedacky sklouzla. Velikost sily kolmé
k podlozce je F,,1 = mgcosa a velikost sily, kterd poméahd Bétce sklouznout je Fu1 =
= mgsina (jak vime z tivodu). Dosadime za siny a kosiny

mg
Foi=—F7=,
TR
m
Fa="4

7

Nyni musime zjistit polomér otaceni r,, nebot je jiny nez délka ramene. Z tvodu vime,
7e T, =Trcosq = r/\/§

Odstrediva sila o velikosti Fo2 = mw<r, sméfuje vodorovné ven z kolotoCe. My ji ale
musime rozlozit na silu, kterda mé stejny smér jako Fyi, abychom mohli zjistit celkovou
na Bétku pusobici pohybovou silu, a na silu, kterd Bétku ,nadzveddva* — ma opacny
smér nez Fy1 (a bude tedy snizovat tfenf). Obdobné jako pii rozklddani tihové sily ndm
vychézi Faa = Foacosa = Fog/ﬂ a Fuo = Fysina = Fog/\/§. Mohlo by néds zmaést, Ze se
prohodily funkce sinus a kosinus, ale to je proto, ze odstfediva sila sméfuje vodorovné na
rozdil od tihové sily, kterd sméruje svisle dolu.

2

Zjistime celkovou normalovou silu F}, jako rozdil Fy,1 a Fy2, nebot ptisobi opa¢nym smérem

@7F027@7mw27“
V2 V2 V2 2

Z normalové sily zjistime treci silu Fi pusobici proti tomu, aby Bétka sklouzla:

2
mg — mwer
Fo=pFh=p|—— .
V2 2
Maximalni mozné treci sila, kterd mtze na Bétku pusobit pri dhlové frekvenci w, je vy-
jadrend vyse. Predevsim si musime uvédomit, ze se jednd o maximélni moznou velikost,
tedy ze pokud k udrzeni Bétky na sedacce staci mensi sila, bude tato treci sila mensi.

Fn: nlanQZ

3Zde jen mald matematicka vlozka. Rovnici odmociiujeme, coz neni ekvivalentni matematickd tiprava. Sprav-
né reseni neni tedy jen to, ke kterému jsme dosli, nybrz i to, kde w ma opa¢nou hodnotu. V béznych situacich
nemé takové reseni fyzikalni smysl, tady vsak smysl ma — koloto¢ se to¢i na opacnou stranu.
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3. Dale zjistime celkovou silu Fy plsobici tak, aby Bétka sklouzla

F02 _ mg mw?r

P + P
Pokud se Bétka nemd drzet, musi byt tieci sila vét$i nebo rovna sile, kterd zptsobuje
pohyb dold. V hrani¢nim pripadé se rovnaji, tedy

Fq = Fa1 + Faz =

Ft:Fd.

Dosadime:

mg mw?r _mg mw?r

7 této rovnice vyjadiime maximalni dhlovou rychlost w

Vidime, ze v cCitateli od koeficientu tfeni p odecitdme jednicku. Co to znamena? Jen
to, ze aby se Bétka mohla na zacatku nedrzet (i kdyby se koloto¢ viibec neto¢il), musi
platit 4 > 1, protoze pod odmocninou nesmi byt zdporné ¢islo. Jinak by slozka tihové
sily, kterd zpusobuje pohyb doli, byla vétsi nez tieci sila a Bétka by ihned klouzala dol.
Pro zajemce dodame, ze kdybychom postupovali v ¢iré obecnosti, vyslo by nam

g(pcosa — sin )
w = : .
r(f sinacos a + cos? @)
4. Rozklad tihové sily pisobici na Bétku uz mame hotov, kolmo k podlozce plisobi Fn1 =

= mg/v/2 a smérem k ose otaceni kolotoce po podloZce piisobi sila Fy; = mg/+/2. Polomér
otéceni r, taky zndme r, = r/x/ﬁ

Jediné, co se zméni, je rozklad odstiedivé sily F, = mw?r,. Tu nyni rozlozime do sméru
kolmého k podlozce (stejny smér jako Fn1) a do sméru, ktery by zpusoboval pohyb Bétky
nahoru po podlozZce (tedy opaény smér nez Fyi). Velikosti téchto sil médme urcéené z tvodu

Nyni vypocitame celkovou silu F;, ptisobici kolmo k podlozce

Fs mg = mwir

Fn: n1+Fn2:7+7_7 3

a celkovou silu Fy pisobici ve sméru ven z koloto¢e po podloZce (jako rozdil Fy2 — Fa1,

nebot tyto sily pisobi opaénym smérem) za predpokladu, ze Fao > Fg1 (tedy ze by se
Bétka pohybovala smérem ven od kolotoce po podlozce)

F, mg mw?r mg
Fy=Fyo— Fyy = -2 -9 _ i
d @ ! \/i \/i 2 \/5
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Hrani¢ni podminka nastane, rovné-li se tfeci sila Iy = pF, celkové sile, kterd Bétku
posunuje

22 )T TR

Mizeme si v§imnout, ze oproti minulému pfipadu jsou znaménka na obou stranach rovnice
prohozena: treni je zesileno pritlacenim Bétky do sedacky, a pohybovou silu umensuje
tthova, tedy Bétka je gravitaci ,stahovana“ dovnitt kolotoce. Vyjadfime w jako

Ve jmenovateli od 1 odecitdme p, coz znamend, ze p < 1. Co znamend podminka, ze
koeficient smykového tfeni musi byt mensi nez jedna? To znamena jenom to, ze pro vétsi
tfeni je treci sila vétsi nez sila pusobici nahoru pfi libovolné velké w, tedy nemd smysl
urcovat jeji maximum.

Pro zajemce opét pridame obecné feseni

w \/ g(pcosa + sin )

r(cos?a — fsinacosa)

Vyse jsme predpoklddali, ze Fq2 > Fqi. Co kdyby to bylo naopak? Bétka by klouzala
smérem dolu ke stiedu kolotoce, protoze by odstiediva sila, a tedy i rychlost otaceni byla
moc mald. V tomto pfipadé vypocitdme minimdalni potfebnou w a to tak, ze jednoduse
odeCteme obricené. To se promitne do vysledku takto (Gpravy nechdme na poctivém
Ctendii)

Coz opét vede k podmince p < 1, kterd ale znamend nas znamy fakt, ze pro vétsi u se
Bétka nezacne pohybovat bez ohledu na thlové rychlosti.

Robert Gemrot
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