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Uloha V.3 ... Kapesné 6 bodti; priimér 4,08; fedilo 39 studentii

Pavla zjistila, Ze ji stdavajici vyse jejiho kapesného nestaci. Rozhodla se, ze kazdy rok na Silvestra
(31. 12.) projde Prahou a sesbird penize, které lidé poztrdceli. Podle jejiho odhadu kazdy den
upusti na zem jednu korunu 0,1% (tzn. jedno promile) obyvatel Prahy, v niz zije konstantni
pocet 1 milion lidi. Pavla sbira ztracené koruny pouze jediny den v roce, a proto dokaze sesbirat
pouze 5% z celkového obnosu penéz, ktery lezi na zemi. Predpokladejme, Ze na chodnicich na
zacatku roku 2018 nelezela jedina ztracena mince. Pavla Sla poprvé sbirat ztracené mince na
konci roku 2018, tedy 31. 12. 2018, a nikdo jiny nez ona penize ze zemé nesbira. Kolik penéz
Pavla nasbira za 5 let? Uvazujte, Ze jsou vSechny roky dlouhé 365 dni.

K vyfteseni tohoto problému muzeme vyuzit bud funkci tabulkového kalkulatoru, jako je napii-
klad MS Excel, nebo miizeme tento problém pocitat ru¢né. My se zde budeme zaobirat druhym
zpusobem. Piiklad si muzeme rozdélit na pét vypoctu a findlni soucet, kde kazdym vypoctem
zjistime, jaky obnos penéz ziskd kazdy rok.

Nejdiive potiebujeme zjistit, kolik penéz poztraci obyvatelé Prahy za jeden rok. Ze zadani
vime, ze kazdy den ztrati jednu korunu 0,1 % z 1 milionu obyvatel. Za rok tedy Prazané timto
zpusobem ztrati 7,1 = 365000 K¢. Pokud tedy Pavla sebere 5% z této ¢astky, po prvnim roce
bude mit v kapse (metaforicky) r; = 18250 K¢.

vvvvvv

i mince zbylé z minulého roku. Jejich pocet se rovnd rozdilu ro¢ni ztraty r. a sebranému obnosu
za prvni rok r1. Na zemi tedy bude lezet pfi druhém sbéru

rz2 = 365000 + (365000 — 18250) = 711 750 K¢ .

Pavla z tohoto obnosu znovu sebere pouhych 5%, tedy r. = 35588 Kéﬂ
Sbér ve tfetim roce bude zalozen na stejném principu. Na zemi budou mince z predeslych
let a nové, které byly ztraceny ve tretim roce. Na zemi tedy budou mince v hodnoté

rs3 = 365000 + (711750 — 35588) = 1041162 K¢ .

Treti rok tedy Pavla ziska rs = 52 058 K¢.
Ctvrty a péaty rok probiha také stejné, a proto

r,4 = 365000 + (1041162 — 52058) = 1354104 K¢,
rse = 67705K¢,
r25 = 365000 + (1354104 — 67 705) = 1651399 K¢,
rs = 82570 K¢.

Nyni jiz jednoduse spocteme, kolik Pavla za pét let nasbirala

rT=7r1+r2+1r3+r4+715 =
= (18250 4 35588 + 52058 + 67 705 + 82570) Ké = 256 171 K¢ .

Pavla si timto zpusobem vydélala asi 256 171 K¢.

!Na nékolika mistech, kde se nachazi desetinné &islo, dochdzi k zaokrouhleni, protoze logicky nemtizete
sebrat polovinu nebo Sestinu mince.
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Takto jsme vsSak tlohu vyftesili celkem hrubou silou. Jisté uznate, ze toto feseni neni moc
elegantni, a kdyby Pavla mince sbirala tfeba 20 let, vypocet timto zptusobem by byl znacné
slozity. Proto si nyni predstavime jesté jednu elegantnéjsi metodu vypoctu.

Vyuzijeme velmi jednoduchého triku — nebudeme ptrimo pocitat, kolik penéz Pavla sebrala,
ale kolik penéz lezi v Praze na zemi. Sumu, kterou Pavla sesbirala pak jednoduse zjistime jako
rozdil této Castky a castky, kterou Prazané poztraceli.

Oznac¢me r, ¢astku, kterou Prazané ztrati za jeden rok, a protoze v ulicich zistane lezet
95 % vsSech ztracenych penéz poté, co je jde Pavla na Silvestra sbirat, ztstane v ulicich po
prvnim roce

z1 = 0,957, .

K této céastce se prida dalsich ztracenych r, korun, a proto po druhém roce na zemi bude lezet
22 =0,95- (0,957, +1.) .
Obdobné, po tretim roce to bude
23 =0,95-(0,95- (0,951, + ;) +r2).

Takhle bychom mohli pokracovat dél kazdy rok, ale pokud tyto vyrazy upravime roznidsobenim,
zjistime, ze

z1 = 0,957,

20 = 0,95%r, + 0,951 ,

z3 = 0,95°7. + 0,957 + 0,951 .

Jinymi slovy z penéz ztracenych v prvnim roce si Pavla béhem n let bere n-krat (zistane tedy
pouze 0,95"r.), z penéz ztracenych ve druhém roce si bere (n—1)-krét (ztistane tedy 0,95" 'r.),
a tak déle, az z penéz ztracenych v n-tém roce si bere pouze jednou (zbude z nich tedy 0,957,).
Celkem se ztrati za n let n - r, penéz, a proto Pavla za tu dobu posbira

z=mn-r,—095"r, — 095" tr, —...— 0,957, .

Matematici vymysleli zpusob, jak podobné opakujici se operace zapsat 1épe. Pouziva se k tomu
tzv. suma, a pokud z predchoziho vyrazu vytkneme r., mizeme ho pak zapsat a nasledné
dosadit nas ptripad n = 5 jako

n 5
T=r, n—ZO,%i =r, 5—20,9#
i=1 i=1

Ke sprdvnému fesSeni se lze dobrat (nejen) vSemi tfemi zpusoby a je pouze na véas, jaky
z nich zvolite. Ono spravné reseni tedy je, ze Pavla za 5 let sesbirala 256 171 K¢.
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