Vyfuk Serial V.IV Geometrické utvary a zobrazeni

A @f& Viyfucteni: Geometrické dtvary a zobrazeni
E

V geometrii obcas narazime na to, ze nékteré geometrické obrazce vykazuji jistou symetrii.
Popripadé muzeme slyset, ze néjaké dva utvary jsou si podobné. V tomto Vyfucteni budeme
hovotit pravé o geometrickych operacich, které se symetriemi a podobnostmi tizce souvisi.

Zakladni geometrické dtvary

Uvodem si pfipomenme zdkladni dvourozmérné geometrické utvary a jejich zajimavé vlastnosti.

Kruznice a kruhy

Vite, jaky je rozdil mezi kruhem a kruznici? Jednoduse feceno, kruh je kruznici ohranicen.
Z toho vyplyva, ze kruznice neméa obsah, ale jen obvod, kdezto kruh mé jak obsah, tak i obvod.
Pro obvod kruhu (resp. kruznice) a obsah kruhu o poloméru r plati

2
o =2nr, S =nre.

Zndme i vyznaéné kruznice, které jsou opsané nebo vepsané néjakému obrazci (nejéastéji se
setkate s opisovanim kruznice trojihelnikiim nebo ¢tyfuhelnikiim). Vepsand kruznice se dotyka
obrazce zevnitf v jednom bodé kazdé jeho strany. Stfed vepsané kruznice se nachazi v pruseciku
os vnitinich hli tohoto obrazce. Jako opsanou kruznici oznac¢ujeme takovou, na niz lezi vsechny
vrcholy obrazce. Existuji tedy i obrazce, kterym kruznici opsat nelze (Zaddné kruznice spliujici
uvedenou podminku neexistuje).

Plati tvrzeni, Ze vSem trojihelnikiim lze opsat kruznici. (Jeji stfed lezi v priseéiku os jeho
stran.) Co se tykd c¢tyrdhelnikii, ne vSem jde opsat nebo vepsat kruznmice (zkuste si néjaky
priklad tfeba jen nacrtnout).

Speciélni opsané kruznici se tikéd Thaletova kruznice, podle feckého filosofa a geometra Tha-
léta z Milétu. Oznacime-li AB primér kruznice, pak plati, Ze libovolné poloha bodu C na oblouku
kruznice (mimo body A a B) vytvoii pravothly trojihelnik ABC s pravym thlem u vrcholu C
(viz obrazek 1). Stejné tak plati, Ze opiSeme-li pravothlému trojihelniku kruznici, bude pfe-
pona jejim primeérem. Stfed Thaletovy kruznice pak splyva se stfedem pfepony pravouhlého
trojuhelniku, kterému je opsand.

Ctytihelniky
Cty¥ithelniky jsou ttvary se ¢tyfmi vrcholy, pFi¢emz soudet jejich vnit¥nich dhli je 360°. Délit
Ctyrihelniky se da podle vice kritérii. Pokud se bavime o vztazich platicich mezi jednotlivymi
stranami, pripadné thloprickami ¢tyrihelniku, délime je na rovnobézniky, deltoidy a lichobézni-
ky. Mizeme se ale bavit o ¢tyrihelnicich i ve spojitosti s pravé zminénymi kruznicemi opsanymi
a vepsanymi.

Ctyfdhelnikiim, kterym kruznici opsat lze, se Fika tétivové. Takovyto dtvar pak spliiuje, ze
soucet dvou protéjsich vnitinich Ghli je roven souétu zbylych dvou. (Diky zminénému celkovému
souctu vnitfnich Ghli vime, Ze soudet dvou protéjsich vnitinich hli m4 velikost 180°.)
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C

Obr. 1: Thaletova kruznice

Ctyfihelnikim, kterym jde kruznice vepsat, fikdme tednové. U nich plati, Zze soudet délek
jeho protéjsich stran je stejny jako soudet zbylych proté&jsich stran?

Rovnobézniky maji ¢tyfi strany tvoreny dvéma dvojicemi navzijem rovnobéznych stran.
Mezi rovnobézniky patii pravothelniky (Ctverce, obdélniky) a kosouhelniky (kosoctverce a ko-
sodélniky). Obecné plati, ze Ghly rovnobézniki nemuseji byt pravé, avSak protilehlé ihly maji
vzdy stejnou velikost.

Kazdy rovnobéznik ma ctyti vysky. Vyska je tsecka kolma na stranu, na kterou je vedena
z né&jakého vrcholu obrazce, a jeji délka v tomto pripadé odpovida kolmé vzdélenosti protilehlych
stran. Zavedeni vysek jakozto kolmych vzdalenosti se nam velice hodi tfeba pfi vypoctu obsahu
rovnobézniku, viz nize.

Uhlopiicka je tsedka spojujici dva protilehlé vrcholy — kazdy rovnobé&znik mé tedy dvé uhlo-
pricky, které se navzajem diky rovnobéznosti ptli. Navic v kosocCtverci a ¢tverci jsou thlopricky
na sebe kolmé. Dale pak ¢tverec a obdélnik maji obé thlopricky stejné dlouhé.

Obsah rovnobézniku vypocitame tak, ze vynasobime délku jedné strany s vyskou na ni
kolmou, viz obrazek 2:

S = ave = bvy = cve = dvg .

a B

Obr. 2: Na obrazku vidime, ze pokud bychom si ,,pfemistili trojihelnik s ithlem « vpravo do
mist vyznacenych ¢arkované, z kosého uitvaru se stane pravouhly se stranami o velikostech a
a vq. Tim padem muzeme pocitat jeho obsah jako obsah pravouhelniku, tedy S = av,.

YTzv. dvojstiedovy étyiihelnik je takovy, kterému lze zaroven vepsat i opsat kruznice, coz neni zcela b&zna
vlastnost. Nejjednodussim piikladem dvojstfedového ¢tyrihelniku je ¢tverec.
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Dalsi skupina ¢tyftuhelnika jsou ruznobézniky, mezi které patii deltoidy. Deltoid je osové
symetricky podle prdvé jedné z thloptidek étyfihelniku (viz obrazek 3)? Pro nds to zatim
znamend, ze ma dvé nestejné dlouhé na sebe kolmé thlopticky, z nichz jednd puli druhou a ne
naopak (jinak by se jednalo o kosodélnik, pfipadné kosoctverec).

N

L

Obr. 3: Obecny deltoid

Obvod deltoidu uréime jednoduse jako o = 2(a+b). K odvozeni obsahu si pomtzeme
stejnym obrazkem. V ném vidime, Ze thlopticka f puli cely deltoid na dva shodné trojihelniky,
s vyskami rovnymi e/2. Secteme-li obsahy téchto trojihelniki, spoc¢itdme i obsah deltoidu:

e
fi,ﬁ

S=2

2 2
Ve vypoctu jsme vyuzili, Ze pro obsah trojihelniku plati S = av,/2, kde a je délka jedné ze
stran a v, je vyska na tuto stranu kolma.

Lichobéznik je tutvar, jenz ma pravé dvé protilehlé strany rovnobézné. Ty se nazyvaji za-
kladny a nejsou stejné velké (pak by se jednalo o rovnobéznik). Zbylym dvéma strandm fikdme
ramena. Ma-li lichobéznik ramena stejné dlouhs, fkdme mu rovnoramenng lichob&znik. Uhly,
které svird spodni zdkladna s rameny, jsou si rovny, stejné tak i tthly u horni zédkladny. Dalsi
ze specifickych lichobézniki je pravouhly, kdy pravé jedno z ramen je kolmé na zakladny.

V lichobézniku casto uvazujeme jen jednu vysku v slouzici k popisu vlastnosti daného li-
chobézniku, viz obrazek 4.

A a B ¢ X

Obr. 4: Lichobéznik ABCD, na némz jsme odvodili vzorec pro jeho obsah

2Co to je stiedovéa symetrie se dozvite dale v textu.
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Obsah lichobéznika vypocéteme podle vzorce

(a+c)v
S = —
Pro¢ je tomu tak, si ukdzeme pomoci obrazku 4, kde je nakresleny rovnobéznik ABCD. Kdyz
tsecku AB = a prodlouzime od bodu B o délku tsecky CD = ¢ doprava, dostaneme bod oznace-
ny X. Pokud spojime tento bod s bodem D, vzniknou ndm dva shodné trojihelniky CDY a BXY.
Ponévadz shodné trojihelniky maji stejny obsah, plati, ze obsah lichobézniku ABCD je stejny
jako obsah trojuhelniku AXD. Tento trojihelnik mé vysku v shodnou s vyskou lichobéznika
a stranu, na niz je tato vyska kolma, dlouhou a + c. Proto plati, ze obsah trojihelniku ADX
a tudiz i obsah lichobézniku je rovny S = (a + ¢) v/2.

Trojihelniky

Na zavér si Fekneme néco i o trojihelnicich. Obecné je trojihelnik ttvar se tfemi vrcholy a tfemi
vnitfnimi thly, které maji dohromady 180°. Kazdy trojthelnik mé tfi vysky, které se protinaji
v jednom spoleéném bodé zvaném orthocentrum, a tii téznice (tsecky spojujici vrcholy se stiedy
zakladni vlastnosti, které v nich plati:

e V rovnostranném trojihelniku jsou téznice shodné s vyskami.

e V rovnoramenném trojihelniku je vyska vedené na zékladnu shodnd s odpovidajici téznici.

e V pravouhlém trojuhelniku vysky vedené na odvésny splyvaji s odpovidajicimi stranami

trojuhelnika (nakreslete si obrazek).

Pravothly trojuhelnik m& mnoho dalsich zajimavych vlastnosti. Skryvaji se v ném tzv.
goniometrické funkce? Thaletova kruznice a Pythagorova véta, jejiz slovni znéni je: ,obsah
Ctverce sestrojeného nad preponou se rovnd souctu obsahi Ctvercu sestrojenych nad obéma
odvésnami“. Matematické vyjadreni je mnohem kratsi. Plati

F=ad?+ ,
kde a a b jsou odvésny pravothlého trojuhelnika a c je jeho prepona.

Pokud prilozime dva shodné trojihelniky a natocime je k sobé tak, aby se dotykaly podél
nejdelsi strany (nebo jedné z nejdelsich stran, viz obrazek 5), vznikne ndm rovnobéznik se stra-
nami a a b a vyskou v,. Jelikoz pro obsah rovnobézniku plati S = av,, obsah trojihelniku bude

polovié¢ni, tzn.
avg

S:2

Shodna zobrazeni

Pod pojmem zobrazeni v geometrii myslime operaci, kdy vezmeme predmét (napt. néjaky geo-
metricky dtvar jako je bod, usecka, trojuhelnik atd.), ktery zobrazime podle néjakého pravidla
na jeho obraz. Shodnd zobrazeni jsou takova, jejichz pravidlo neméni thly ani vzdalenosti,
tzn. obraz a vzor jsou z tohoto pohledu shodné geometrické utvary. Mezi shodné zobrazeni
patii posunuti, osova a stfedova soumeérnost.

30 goniometrickych funkcich si mizZete piedist ve Vyfudteni 4. série 2. roéniku: http://vyfuk.mff.cuni.cz/
ulohy/vyfucteni.


http://vyfuk.mff.cuni.cz/ulohy/vyfucteni
http://vyfuk.mff.cuni.cz/ulohy/vyfucteni

Vyfuk Serial V.IV Geometrické utvary a zobrazeni

B’ a c=Cc
L/ -
| =
~
| /// va|
L a
A=A a B

Obr. 5: Dva trojihelniky tvorici rovnobéznik

Posunuti

Posunuti je ze shodnych zobrazeni nejjednodussi. Znaéime ho T'(%) : A — A’, coz znamena, Ze
jsme pouze prenesli dany bod A o danou vzdalenost danym smérem (podle vektoru #*). T¥eba
Ctverec ABCD se zobrazi na A'B'C'D’, tedy pro kazdy vyzna¢ny bod &tverce (jeho vrchol)
provedeme posunuti na jeho ¢arkovanou variantu a nasledné ¢arkované vrcholy spojime. Tuto
konvenci pfi konstrukci obrazu pomoci vyzna¢nych bodu dodrzujeme i nize.

Osova soumérnost

Osova soumérnost funguje jako zrcadlo. Mame-li predmét, ktery chceme zobrazit osovou sou-
mérnosti podle dané osy, postupujeme tak, Ze z kazdého bodu predmétu (u geometrickych
obrazcii stadi z vyznacénych bodl, vrcholi) vedeme kolmici k ose soumérnosti. Této kolmici
fikejme tifeba pfimka k. Obraz daného bodu (vrcholu) lez{ na pfimce k, na druhé strané od osy
soumérnosti, nez kde je predmét, a ve stejné vzdalenosti od osy soumérnosti jako dany bod.

Tento obraz je vuci predmétu stranové prevraceny, ale velikostné naprosto shodny. To zna-
mend, ze stejné velké jsou nejen prislusné strany, ale i uhly, vysky, téznice, ...(Coz je, jak
bylo zminéno, obecné vlastnost shodného zobrazeni.) Na obrazku 6 je podle osové soumérnosti
zobrazena hvézda.

Obr. 6: Hvézda zobrazena v osové soumérnosti

4Pouziti vektoru je jen zalezitost znadeni posunuti, které uvddime pro uplnost a nenf tfeba nad tim v tuto
chvili hloubéji uvazovat. Diulezité je jen, Ze posunujeme o néjakou vzdalenost néjakym smérem. Pokud véas
vSak zajimé néco vice o vektorech, muzete se o nich doéist v nasem Vyfucteni ze 2. série 2. ro¢niku na adrese
http://vyfuk.mff.cuni.cz/_media/ulohy/r2/vyfucteni/vyfucteni_2.pdf.


http://vyfuk.mff.cuni.cz/_media/ulohy/r2/vyfucteni/vyfucteni_2.pdf
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Matematicky toto zobrazeni zapisujeme jako O(o) : A — A’ a Steme ho tak, Ze v osové
soumérnosti podle osy o byl zobrazen bod A a vznikl jeho obraz bod A’.

Osové soumérny je potom takovy obrazec, pro ktery existuje alespon jedna osa soumérnosti
prochézejici obrazcem, podle niz se dany obrazec zobrazi sim na sebe. Naptiklad ctverec je
osové soumérny podle ¢ty ruznych os, viz obrazek 7. Vidime tedy, ze u ¢tverce diky tomu,
ze méa uhlopricky stejné dlouhé a na sebe kolmé, splyvaji jeho dvé uhlopiicky s dvéma osami
soumeérnosti.

N ’ ’ ’ 12 4 N 4
ND=D C=A D=B c=cC - N v
N N
N // N //
N\ y; N\ y;
S y S y
S S
N // Nyl
N ) <
N\ y; SN
\ y; y; \
N N
N ,/ ,/ N
N\, / / N\,
A=C B=B A=A B=D N

Obr. 7: Ctverec s vyznacenymi osami soumeérnosti, které splyvaji s uhloptickami a jsou na
sebe kolmé

V obdélniku podobné splynuti os soumérnosti a uhlopfic¢ek nefunguje, protoze jsme si fekli,
ze obraz lezi na kolmici k ose soumérnosti, avsak uhlopticky obdélnikt nejsou obecné na sebe
kolmé. Nefunkénost této soumérnosti ilustruje obrazek 8.
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Obr. 8: Obdélnik a jeho vrcholy zobrazené pomoci osové soumérnosti podle jedné z
uhlopricek—vidime, ze obrazy vrcholt nesplyvaji s témi pivodnimi. Obdélnik tedy neni osové
soumérny podle uhlopricky.

Stredova soumérnost

Stredova soumérnost je zobrazeni pomoci jediného bodu, jemuz fikdme stred soumeérnosti. Ze
vSech bodu (vrcholid) pfedmétu pak timto bodem vedeme pfimku. Obraz bodu nalezneme,
podobné jako v pripadé osové symetrie, ve stejné vzdalenosti od stfedu soumérnosti jako je
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c=cC C=A C="

A =B B=A A=C B=B A=A B=C

Obr. 9: Osy soumérnosti nalezneme i v rovnostranném trojihelniku

bod. I zde plati, Zze obraz je opét velikostné naprosto shodny s predmétem. Tentokrat je ale
prevraceny jak stranové, tak i vyskové. Na obrazku 10 jsme takto zobrazili trojihelnik.

Obr. 10: Obecny trojihelnik zobrazeny ve stfedové soumérnosti

Stfedovou soumérnost zna¢ime S(X) : A — A’, coZ znamend, Ze ve stiedové soumérnosti
podle bodu X byl zobrazen bod A a vznikl tak jeho obraz A’.

Stred soumérnosti mtzeme nalézt i v nékterych geometrickych obrazcich. Pro existenci stie-
dové soumérnosti musi platit, Ze v daném tutvaru existuji dvé osy soumérnosti, které jsou na
sebe kolmé. Stfed soumérnosti je potom prusecik téchto os. Vzpomenme si na ¢tverec, u ného
jsme nalezli 4 osy soumérnosti, z nichz byly dvé a dvé na sebe kolmé a protinaly se ve stre-
du ¢tverce — mizeme tedy Tict, ze ¢tverec je stfedové soumérny utvar se stiedem soumérnosti
v pruseciku uhlopricek, viz obrazek 11.
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Obr. 11: Ctverec a jeho obraz ve st¥edové soumérnosti podle bodu S. Tento bod se nachézi v
pruseciku os soumérnosti.
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Obr. 12: U rovnostranného trojihelnika jsme oznacili priusecik os soumeérnosti S, avsak kdyz
podle ného zobrazime ve stredové soumérnosti vrcholy tohoto trojuhelnika, zjistime, ze
nesplyvaji s pivodnimi. Rovnostranny trojihelnik tedy neni stiedové soumérny, nemé stied
soumérnosti.

Podobna zobrazeni
Podobné utvary jsou v geometrii ty obrazce, které vypadaji stejné, jen jsou ruzné zvétSené, ¢i
zmensené. Matematicky tedy muzeme fici, ze podobné dtvary maji vSechny odpovidajici dhly
stejné velké. Tato podminka je splnéna jen tehdy, kdyz jsou vsechny odpovidajici si strany mezi
zobrazovanym utvarem a jeho obrazem ve stejném poméru. Tzn. pokud napiiklad stranu a
zmensime dvakrat, tak i vSechny ostatni strany musi byt zmenseny dvakrat.

Pro ¢tverec plati, ze ma vzdy vSechny dhly pravé a vSechny strany stejné dlouhé. Kdyz tedy
srovname dva rizné ctverce, spliuji obé podminky podobnosti — muzeme tedy rict, ze vSechny
Ctverce jsou si mezi sebou navzajem podobné.

A o B’
Obr. 13: Podobné trojihelniky

K ¢emu ndm muze byt podobnost dobra? Pokud zjistime, ze néjaké dva obrazce jsou si po-
dobné, ¢asto velmi snadno dokazeme dopocitat jejich strany nebo thly. Velmi casto se pri reseni
tloh setkdvame s podobnosti trojihelnikia. Aby bylo jednodussi zjistit, ze néjaké trojuhelniky
jsou si podobné, existuji tzv. véty o jejich podobnosti. To jsou postacujici podminky na to, aby
byly dva trojuhelniky podobné. Véty uvadime shrnuty v tabulce 1 a znaceni stran a hli na
obrazku 13. Za podobnosti je schovan i fakt, ze dokazeme-li néjakou vlastnost platici u jedno-
ho tdtvaru, plat{ i v jeho libovolném obrazu (at uz shodném nebo podobném). To si muzeme
predstavit na napi. Pythagorové vété. Plati-li pro trojuhelnik se stranami v poméru 3 : 4 : 5,
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Tabulka 1: Véty o podobnosti trojihelniki

véta | formulace podminky podobnosti matematicky zapis
sSS Piislugné strany jsou ve stejném poméru. afa’ =b/t =c/c
uuu | P¥islugné vnitini thly jsou shodné. a=d,B8=p,v=7
sus Dvé strany jsou ve stejném poméru

N a/a’ =b/b, v =+
a shoduji se v thlu jimi sevieném.

Ssu | Dvé prislusné strany jsou ve stejném
poméru a shoduji se v thlu, ktery b/b =c/c,y="7

lezi naproti vétsi z nich.

pak plati pro libovolny trojuhelnik se stranami v poméru 3z : 4z : 5z, kde x je libovolné kladné
redlné ¢islo.

Vyse zminéna pravidla ndm mohou c¢asto pomoci i pfi feSeni fyzikalnich tloh, napiiklad
u prikladi s naklonénou rovinou se vyplati hledat podobné trojihelniky, které ndm ulehéi
rozklad sil do slozek. Vérime, ze vAm znalost téchto pravidel pomize a usnadni pocitani.

Korespondenc¢ni seminar Vyfuk je organizovan studenty a prateli MFF UK. Je zastfesen
Oddélenim pro vnéjsi vztahy a propagaci MFF UK a podporovan Katedrou didaktiky fyziky
MFF UK, jejimi zaméstnanci a Jednotou ¢eskych matematikt a fyziku.

Toto dilo je sifeno pod licenci Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported.
Pro zobrazeni kopie této licence, navstivte http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/.
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