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% @@ Viyfucteni: Exponencialni a logaritmicka funkce
A=A

Uvod

V minulych roc¢nicich Vyfuku jsme si jiz mohli néco precist o goniometrickych a k nim inverznich
funkcich cyklometrickych. V tomto Vyfucteni se budeme zabyvat dalsi ¢asti rodiny funkci, které
je nutné znat, a to funkci exponencidlni opét spolu s jeji inverzni funkci — logaritmickou. Co
bychom v tomto textu chtéli zdaraznit, je, jak se vlastné tyto funkce chovaji, jak bychom nad
nimi méli uvazovat matematicky a v neposledni fadé kde se s nimi vlastné ve fyzice setkdme.
K pochopeni tohoto textu je dilezité:

e Mit povédomi o tom, co je to funkce a jaké jsou jeji zdkladni charakteristiky (defini¢ni
obor, obor hodnot, ... ).

e Osvojit si pojmy jako jsou ¢iselné obory spolu s jejich znacenim.

e 7Zmat pravidla pro pocitdni s mocninami.

Obecna exponencialni funkce

Obecnou exponencialni funkci budeme rozumét funkci ve tvaru
f(z) = a*,

kde ¢islo a se nazyva zaklad, neboli baze, a x je pro nas nezavisld proménnd. Definicnim obo-
rem exponencidlni funkce jsou redlné é&sla' D s = R, avsak na zaklad a klademe pozadavek
a € RT\{1}. Pro¢? Kdyby totiz byl zdklad zéporny, tak pro riiznd z (sud a lich4 cels &isla
kupiikladu) bychom dostali

zavislé proménné jednou kladné, podruhé zaporné, a graf by poté byl ,roztrhany“, nebyl
by spojity. Kdyby dale bylo a = 0, tak nula na jakoukoliv mocninu je vzdy zase nula, a stejné
kdyby a = 1, tak jedna na kteroukoliv mocninu je opét jedna. V obou piipadech se tedy jedna
o konstantni funkce, ne exponencislni.

Za téchto omezujicich podminek pak vychéazi obor hodnot exponencialni funkce jako Hy =
= R*. Exponenciélni funkce neni sud4, lich4 ani periodickd (mfiZeme se o tomto piesvédéit
provéfenim platnosti podminek, které museji takové funkce spliiovat). Vlastnosti obecné expo-
nencidlni funkce (z,y € R):

a _
a®-a¥ =a""Y, —y:aI v,
a
(@) =,
a =dsr=y, a® =b" < a=>bpokud x #0.

1Zde se dopoustime nepfesnosti, nebot uvazovat o této funkci ma smysl i v oboru komplexnich &isel, ale my
se v nasem textu budeme zabyvat jen redlnymi ¢isly, proto jiz nebudeme tato rozsifeni ddle komentovat.
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Graf funkce

Nyni si povézme néco o grafu takovéto funkce. Dillezité je uvédomit si, ze jak bude graf vypadat
z4visi na zdkladu a také, ze pro viechna mozna a prochédzi grafy téchto funkei bodem [0;1].

Jak se skutecne obecnd exponencidlni funkce konstruuje je zalezitosti vyssi matematiky,
avsak na to, abychom se zamysleli nad prvnim tvrzenim, nepotifebujeme nic nez trochu logického
uvazovani. Mnozina ¢isel, z kterych mizeme vybirat a, je Toto rozdéleni na dva intervaly méa
svij vyznam. Vezmeme-li za zdklad ¢islo z prvniho intervalu, vysledna funkce bude klesajici —
¢im vétsi x, tim mensi je hodnota funkce. Bereme-li z pocatku x € Z, tak si snadno potvrdime,
ze tfeba

05 2=4; 05 '=2; ... 05°=025; 0,5°=0,125...
Pokud bude zéklad vétsi nez jedna, bude funkce na svém defini¢nim oboru rostouci:
272 =025; 27'=05; ... 22=4; 2°=8...

Druhé tvrzeni je ve své podstaté velice jednoduché. Jelikoz je nezavisla proménnd v exponentu
a defini¢ni obor jsou redlnd ¢isla, vime, Ze & nabyde nuly pravé jednou. Ale ,,cokoli na nultou je
jedna“, jinymi slovy grafy exponencidlnich funkci opravdu prochézi bodem [0;1] (matematicky
feceno (x = 0) = [f(z) =1]).

Exponencidlni funkce

Nyni, kdyz jsme si ujasnili, jak vypada graf, se budeme bavit o specidlnich pripadech. Obycejné
se totiz nesetkdme s obecnou exponencialni funkci, ale s takovou, kterd ma za zéklad Eulerovo
¢islo. Eulerovo ¢islo e je stejné jako Ludolfovo ¢islo n iraciondlni s hodnotou pfiblizné

e=27181...

Dtvody, které vedou k zavedeni takovéto funkce souvisi s vyssi matematikou, nebudeme se
zde jimy zabyvat, avSak je nutné si tuto prirozemou exponencidlni funkci zapamatovat, nebot v
matematice i ve fyzice se s zadnou jinou prakticky nesetkdvame. Jeji dtlezitost vyplyva uz jen
z toho, zZe funkce e” samotnd se pojmenovava exponencidlni (zkricené se téZ pouzivd exponen-
cidla), zatimco a” je obecnd exponencidlni funkce (i v angli¢tiné se rozliSuje mezi exponential
function a exponential growth ). Ostatné této terminologie se drzime i v tomto Vyfucteni. Kro-

vyraz.

Exponencialni rist

Casto se mizeme setkat i mezi laickou vefejnosti, napiiklad ve zpravich, s pojmem exponenci-
alni rust. Co to tedy vlastné znamend a jak je na tom obecnd exponencialni funkce v porovnani
s dalsfmi elementdrnimi funkcemi? Lidové fedeno exponencidlni (nd)riist znamend néco, co se
zvétsuje velice rychle. A 1 matematicky zjistujeme, Ze obecnéd exponencidlni funkce stoupé pro
stejné nezavislé proménné mnohem rychleji nezfunkce linearni, kvadraticka, kubicka. .. Nékdy
se tfeba nemusi zdat, Ze toto plati, avSsak nakonec, pro néjaka velkd x, exponencidlni funkce
ostatni ,pfedezene®. Samoziejmé existuje mnoho funkei, které rostou jesté rychlejiZ ale s témito
funkcemi se v bézné praxi nesetkate. Zde bychom také méli zduraznit ¢astou chybu. Exponen-
cidlni funkce neni mocninnd (pro zajimavost se jednd dokonce o transcendentni funkci — jako
jsou funkce goniometrické)!

2Nejznaméjsi pifklady jsou funkce faktoridl z! a z%.
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Logaritmicka funkce

Co kdyz zndme ¢islo y a chceme k nému pritadit vzhledem k a takové x, aby platilo y = a®?
K tomu slozi tzv. logaritmickd funkce, coz je funkce inverzni k obecné exponencidlni funkci.
Znadci se

y =log, z,
co Cteme:,y je logaritmus o zdkladu a z ¢isla x*“ Vzhledem k tomu, Ze se jednd o navzijem
inverzni funkce, tak pro urceni y vyuzivime nasledujici ekvivalence

(y =log, ) & (z = a’)

Uvazujme nad timto vyjadfenim nasledovné — chceme t¥eba urcit log,, (100). Podle ekvivalence
vyse tedy hleddme takové ypsilon, které spliiuje 100 = 10Y. Snadno nahlédneme, ze y = 2. Plati
tedy log,, (100) = 2.

Vlastnosti logaritmické funkce snad odvodime z funkce exponencidlni. Znovu se dovolame
k uvedené ekvivalenci — omezeni, kterd klademe na a,x budou muset byt

a € RN\{1}, z€R", yeR

Vsimnéme si, jak se ,,prohodily* defini¢ni obor a obor hodnot mezi logaritmickou a obecnou
exponencialni funkci. Tato vlastnost je spolecnd inverznim funkcim obecné. Dalsi vlastnosti
logarimické funkce

log,(zy) = log, x + log, v,
T
lOg - = loga r — loga Y,
Yy
IOga z¥ = Y lOga €,

log, =
log, b’

(log, z =log,y) & (z=y) .

log, x =

Graf logaritmické funkce

......

Ovsem jsou spolu osové soumérné podle osy prvniho a tietitho kvadrantu, jehoz odpovidajici
linedrni funkce m4 ptredpis = y. Dalsi podobnosti je prusecik, tentokrat vSak s osou x. VSechny
grafy logaritmickych funkei prochdzi{ bodem [1;0]. Podobné taky podle zékladu dostdvame, Ze
pro 1 > a > 0 je funkce log klesajici a pro a > 1 je rostouci.

Specifické pFipady

Stejné jako v pripadé exponencidlni zavislosti se i zde setkdvame pouze s nékterymi zaklady.
Praktické uplatnéni nasel desitkovy logaritmus znaceny jednoduse log — v dobéch, kdy nebyly
k dispozici kalkulacky se pouzivaly logaritmicka pravitka spolu s logaritmickymi tabulkami k
vypoctu pocetnich operaci s velkymi ¢i desetinnymi ¢isly (moznd jesté mé doma takova pravitka
nékdo z vasi rodiny). Oblast, kde se ddle setkdme s timto logaritmem jsou velid¢iny tykajici se
¢lovéka (napiiklad veli¢iny tykajici se viditelného svétla, decibely u zvuku) — jde o to, ze lidsky
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organismus vnimé zvuk a svétlo logaritmicky s jejich intenzitou. Dokonce i pH v chemii je
logaritmicka jednotka, stejné jako magnitudo, kterym se méii sila zemétteseni. . . Dalsi vyuziti,
s kterym méame moznost se obycejné setkat, jsou grafickd zpracovani namérenych dat. Jestlize
totiz roste jedna proménnd mnohem rychleji néz druhd, je mozné pouzit pro danou osu misto
klasické linearni stupnice, kterou znate ze skoly, logaritmickou stupnici.

Stejné jako u prirozené exponencidlni funkce se setkdvame i zde s Eulerovym ¢islem. Pfiro-
zeny logaritmus o zdkladu e je opét hojné vyuzivan v matematice i fyzice. Takovy logaritmus
neznacime log, x, jak by clovék cekal, ale diky cetnosti pouziti se u nas prosadil kratsi zapis
In z, ze slov logaritmus naturalis.

O dalsich zakladech se v podstaté nemé cenu bavit, nebot v praxi se s nimi nepocitd a
kdyz je jich ndhodou potieba, neni problém si mezi sebou zaklady prevadét pomoci zminéného
vzorce

Veérim, Zze néktefi z vas ve vyssSich ro¢nicich si uz ¢étou v angli¢tiné. Anglosasové totiz jesté
zjednodusili zde prezentovany zapis logaritmii, ktery plati jen v CR a nékterych dalsich zemich.
V anglickych textech se pouziva log jako prirozeny a vSechny ostatni uz maji jako dolni index
uvedeny zéklad, zddné zjednoduseni uz necekejme. Z pocatku to mize ptisobit mirné chaoticky,
nebot u nés se to samé znaceni pouzivd jako desikovy logaritmus log,;, = log (znak , resp. relaci,
= ¢téme jako ,definatoricky rovno“). V tomto Vyfucteni a v zadan{ tloh se drzime samoziejmé
Ceského znaceni.

VyuzZiti
Je velmi obtizné najit pro logaritmy a exponencialy néjaké primé upotiebeni. Trochu ironické,
vzhledem k tomu, jak castou se uplatnuji v rdmci jinych oblasti.

Zacnéme matematickymi a informatickymi problémy. Ackoliv je logarimus transcendentni
funkce, najdeme jej i v tak ¢isté matematice, jako je teorie Cisel, resp. prvocisel. Pomoci loga-
ritmu je definovana prvociselnd funkce dédvajici priblizny pocet prvocisel mensich nez ¢islo n.
Déle se objevuje logaritmus v tzv. fraktalni geometrii. Zajimavou aplikaci z praxe je Benfor-
dtv zékon, ktery tvrdi, Ze v souborech dat vytvofenych élovékem (neplati tedy pro dokonale
ndhodnd ¢isla) neplati zdkony klasické teorie pravdépodobnosti, ale Ze nejvice éisel z takového
souboru dat zacind na nejmensi ¢islici 1 a naopak nejméné cisel zacind na 9. Tento zédkon se
pouziva napr. ke sledovani, zda nebyly volby zmanipuloviny. V informatice nds casto zajima
vypocetni slozitost algoritmu, ktery jsme vymysleli. Ten se popisuje i pomoci logaritmu a slou-
71 k porovnavani efektifity. Cim mensi slozitost, tim rychleji dany logaritmus vy¥esi zadany
problém.

Ve fyzice bychom mohli zacit né¢im, co by uz pro vids mélo byt zndmé.

1. Jaderné rozpady probihaji jako exponencidlni pokles

N (t) = Noe |

kde N je pocet Castic v Case t, Ny je pak pocet Castic v case t = 0s a A je rozpadova
konstanta, ktera se vaze k danému prvku.

2. Dalsi veli¢ina, kterd exponencidlné v priubéhu casu klesé, je vyska vodni hladiny v na-
dobé. Kdobychom udélali do ,PET flasky“ u dna diru, rozdil tlakt na hladiné a u dna
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(hydrstaticky tlak) zpusobi samovolné vytékani obsahu nddoby a sizovdni hladiny podle
velmi podobného vztahu (k je vhodnd ¢asovéd konstanta)

h(t) = hoe ™.

3. Pokud do kmitani zapocitdme odporové sily, dostaneme tlumené kmitani. Rovnice tlu-
meného kmitani je nasledujici

y(t) = yme_bt sin(wt) .

Tato ,tlumici“ exponenciala, ktera se vyskytuje v onom znadméjsim a jednodussim kmitant,
jistym zpusobem deformuje funkci sinus. Diky tomu, Ze se méni s ¢asem, nefiguruje zde
jako amplituda. Podle koeficientu ttlumu b rozlisujeme tii typy tlumeného kmitdni —
kuprikladu tlumice pérovani u automobilt tlumi tak vyrazné, ze kmitdni skoro nepozname.

4. Dale nabijeni kondenzatoru v obvodu stejnosmérného proudu o napéti U obsahujici odpor
R — naboj uchovany v kondenzatoru o kapacité C se zvétsuje podle funkce

Q) = CU (1 - e—%) .

Samoziejmé se setkdme s exponencidlami v elektrickych obvodech ¢astéji (téz se stiidavym
proudem).

5. Posledni aplikaci, kterou zde zminime budou Ciolkovského rovnice popisujici idealni ra-
ketu pohanénou reaktivnim motorem. Takova raketa totiz postupné prichdazi o hmotnost
spotrebovaného paliva a jeji pohyb se opét popisuje pomoci vztahti, v nichze se v hojném
poctu vyskytuji logaritmy a exponencidly. Pro maximalni zménu rychlosti rakety, jejiz
puavodni hmotnost pred manévrem je My a po M; a rychlost vyfukovych plynu je vo je

Av=1v9ln (ﬁ) .

mi
Zavér
To uz je vSe. Jak jsme se snazili zde ukézat, opravdu se s témito funkcemi setkdvame i tam,
kde bychom to mozné necekali, od ¢isté matematiky po nejslozitéjsi fyziku. Existuje skute¢né
neptreberné mnozstvi jevii okolo nas, které sleduji exponencialni pribéh a se kterymi musime
umét pracovat — at uz jako fyzici, matematici, statistici, strojafi. .. Eponencialni a logaritmické
funkce nas bude uz navzdy provazet.

Fyzikalni korespondenéni seminaf je organizovan studenty MFF UK. Je zastfesen Oddélenim
pro vnéjsi vztahy a propagaci MFF UK a podporovan Katedrou didaktiky fyziky
MFF UK, jeho zaméstnanci a Jednotou Ceskych matematikt a fyziku.

Toto dilo je sifeno pod licenci Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported.
Pro zobrazeni kopie této licence, navstivte http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/.
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