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Úvodem
Miléřešitelkyamilířešitelé,

vtétobrožurcenaleznetezadáníjižčtvrtésérie,vzorovářešeníavýsledkovélistinysérie
druhé.Studijnítextapřidruženéúlohyvástentokrátuvedoudozákladníhopoužitígoniomet-
rickýchfunkcí.

Dáledávámenavědomí,že26.–28.dubnaproběhnedalší(jarní)setkánířešitelů.
Opětsebudetemítnacotěšit,taksivyhraďtemístovkalendáři.Podrobnějšíinformacese
dozvítevpříštíbrožurce.

Přejememnohodobrýchnápadůpřiřešení!

Organizátoři

ZadáníIV.série

Termínuploadu:5.března201320.00
Termínodeslání:4.března2013

ÚlohaIV.1...Lázeň3body
FrantazRánasejdemýt.Mápokaženýbojler,taksivoduohřejenasporáku.Odminuléhokou-
páníví,žekdyžpřipravenávodavevaněbudemít47◦C,nežsesvlékneaponořísedoní,bude
mítvodaoptimálníteplotu.Vroucívodazjehosporákumá98◦Cavodazvodovodu15◦C.Veva-
něchcemítcelkem100lvody.Kolikvodymusídátohřát,kdyžpřivařenísemu2%vodyvypaří?

ÚlohaIV.2...(Te)tris2body
Zjistěte,kdesenacházítěžištěkostkyvtvarupísmeneLsloženéze
třístejnýchčtverců.Jedenčtverecmádélkustranya.
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jménoškola1234ECII%Σ
StudentPilnýMFFUK3334742410050

49.–53.AnetaFajstlováGBrno,tř.Kpt.Jaroše14–––––––565
49.–53.LudmilaFridrichováCZŠVeselínadMoravou–––––––295
49.–53.BohumilHoraPodkrušnohorskéG,Most–––––––385
49.–53.PetrKučeraZŠJ.HlávkyPřeštice–––––––315
49.–53.SilvieZbořilováG,Jeseník–10–1–2215

54.VeronikaVávrováZŠújezd,Kyjov–––––––314
55.–57.RomanKrásaZŠjazykůKarlovyVary–––01–1153
55.–57.DavidNěmecG,Tanvald–––––––753
55.–57.KristýnaZubzandováZŠjazykůKarlovyVary–––––––333
58.–61.JanHoukarZŠaMŠMirovice–––––––1002
58.–61.VlastislavHozákZŠOpava,E.Beneše2–––––––1002
58.–61.VeronikaKrálováZŠaMŠČervenývrch,Praha–––––––332
58.–61.VeronikaStratilováZŠaMŠHrabišín–––––––1002

FYKOS–Výfuk
UKvPraze,Matematicko-fyzikálnífakulta
Ústavteoretickéfyziky
VHolešovičkách2
18000Praha8

www:http://vyfuk.fykos.cz
e-mailprořešení:vyfuk-reseni@fykos.cz

e-mail:vyfuk@fykos.cz

FyzikálníkorespondenčníseminářjeorganizovánstudentyMFFUK.JezastřešenOddělením
provnějšívztahyapropagaciMFFUKapodporovánÚstavemteoretickéfyziky

MFFUK,jehozaměstnanciaJednotoučeskýchmatematikůafyziků.
TotodíloješířenopodlicencíCreativeCommonsAttribution-ShareAlike3.0Unported.

Prozobrazeníkopietétolicence,navštivtehttp://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/.
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Úloha IV.3 . . . Střela II. 4 body
Minule jsme si ukazovali, jak za pomoci tajů kinematiky a rotujících kotoučů určit rychlost
letícího broku ze vzduchovky. Nyní si ukážeme obdobný experiment, avšak upotřebíme poly-
styrenového kyvadla, které zavěsíme na tenké lanko ke stropu a do něhož následně vypálíme
brok. Kyvadlo se po dopadu střely vychýlí z rovnovážné polohy horizontálně o 9 cm. Určete rych-
lost letící střely před nárazem do kyvadla. Hmotnost střely je 0,5 g, hmotnost kyvadla 625 g,
délka lanka 3,8m, naměřená výchylka 9 cm. Pozor, kulka po vniku do polystyrenu přemění
většinu své energie na teplo!

Úloha IV.4 . . . Rozbitý teploměr 4 body
Při posledním experimentu v laboratoři se matfyzákům podařilo náhodou rozbít velký rtu-
ťový teploměr. V teploměru zůstala kapička rtuti dlouhá h = 10 cm, která v něm uzavírá
vzduch. Když je směrem k zemi otočený rozbitý konec teploměru, vzduchová bublina je dlou-
há l1 = 21,5 cm. A když k zemi směruje zatavený konec teploměru, tíha rtuti vzduch v něm
stlačí na délku l2 = 16,5 cm. Z těchto údajů vypočtěte atmosferický tlak. Hustota rtuti je ϱ =
= 13 500 kg·m−3 a tíhové zrychlení je g = 10m·s−2.

Úloha IV.E . . . Čočka 5 bodů
Vezměte si sklenici a nasypte do ní čočku. Jak můžete vidět,
v čočce jsou vzduchové mezery. Změřte, jakou část objemu skle-
nice tvoří tyto mezery. Měření opakujte i pro krystalový cukr.
Jako obvykle, pořádně popište, jak jste měření provedli, a neza-
pomeňte ho vícekrát opakovat.

Úloha IV.C . . . Goniometrická 5 bodů
a) Na Higgsův boson (částice) působí dvě síly, jejichž vektory svírají úhel π/6. První síla je

velká 5N, druhá je velká 4N a je téže orientace. Jaká je velikost výsledné síly?
Pomůcka Nakreslete si obrázek.

b) V historické části textu jsme se dozvěděli, že Hipparchos odvodil vztah pro výpočet délky
tětivy příslušné (tedy v závislosti na) danému středovému úhlu. Odvoďte jej také.

c) Odvoďte pomocí součtových vzorců vzorce pro sin(2α) a cos(2α).
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Kategorie osmých ročníků
jméno škola 1 2 3 4 E C II % Σ
Student Pilný MFF UK 3 3 3 5 4 4 22 100 48

1. Jan Preiss G, Lovosice 3 3 3 1 4 3 17 81 39
2. Denisa Chytilová G J. Škody, Přerov 3 – 3 – 4 4 14 85 34
3. Ondřej Konicar ZŠ Bílovice nad Svitavou 3 1 0 1 3 2 10 54 26
4. Anna Mlezivová G P. de Coubertina, Tábor 3 2 3 4 2 2 16 81 25

5.–6. Tomáš Dvořák G, SOŠ, SOU a VOŠ, Hořice 3 1 1 1 1 – 7 50 22
5.–6. Linda Penčová ZŠ Brno, Kneslova 28 3 – 3 0 – – 6 71 22

7. Lukáš Vlček G, Mikulášské nám. 23, Plzeň 3 – 3 1 – – 7 83 20
8.–11. Dan Kellner ZŠ Karlovy Vary, Krušnohorská 11 3 – – – 3 – 6 63 19
8.–11. Jiří Křesák ZŠ a ZUŠ Horažďovice 3 1 3 – – 4 11 66 19
8.–11. Alois Medek ZŠ a MŠ Čkyně 3 0 – – 2 – 5 63 19
8.–11. Michal Zobaník ZŠ Hranice, Tř. 1. máje 2 2 1 0 3 2 10 45 19

12. Ondřej Teplík ZŠ Ústí nad Labem, Stříbrnická 3 – 3 1 1 – 8 44 18
13.–14. Eliška Cejnarová G a SOŠ, Jaroměř 3 0 0 – 1 – 4 52 17
13.–14. Yan Stepanyshyn G, Mikulášské nám. 23, Plzeň – – 3 – 1 1 5 46 17
15.–18. Richard Fleischhans G, Benešov 1 3 1 – – – 5 73 16
15.–18. Jiří Nábělek ZŠ a MŠ Chuchelná 3 – 2 – – – 5 50 16
15.–18. Josef Pekař ZŠ Vodňany, Alešova 50 2 – 0 1 1 – 4 52 16
15.–18. Tereza Vlčková ZŠ Znojmo, nám. Republiky 9 – – – – – – – 62 16
19.–22. Martin Hejl 1. ZŠ TGM Milevsko 3 2 2 – – – 7 58 15
19.–22. Lukáš Neshyba ZŠ a MŠ Staré Hobzí – – – – – – – 58 15
19.–22. Adam Šišpera G J. A. Komenského, Uh. Brod 3 0 3 0 0 0 6 37 15
19.–22. Veronika Venclová ZŠ, Nasavrky 3 – 0 – 2 – 5 50 15
23.–26. Vít Beran Masaryovo G, Plzeň 3 – – – – 1 4 42 14
23.–26. Jiří Hanák G J. Škody, Přerov 3 – 3 – – – 6 88 14
23.–26. Monika Machalová Slovanské G, Olomouc – 1 0 – 0 2 3 39 14
23.–26. Adéla Seidelmannová ZŠ J. Pravečka, Výprachtice 3 1 – – – – 4 88 14
27.–29. Petr Bečvář ZŠ E. Beneše a MŠ Písek, Mírové – – 2 – – – 2 81 13
27.–29. Vladimír Jirka G P. de Coubertina, Tábor – – – – – – – 65 13
27.–29. Matouš Pikous Podještědské G, Liberec – – – – – – – 50 13
30.–33. Zuzana Klimsová G Jihlava – 0 – – – – 0 69 11
30.–33. Pham Lan Phuong G Cheb 3 – 2 – – – 5 92 11
30.–33. David Slavíček G Brno-Řečkovice – – – – – – – 55 11
30.–33. Jan Trejbal G Luďka Pika, Plzeň 3 0 2 – – – 5 58 11
34.–41. Viktorie Grussmanno-

vá
Mendlovo G, Opava 1 0 – – – 1 2 40 10

34.–41. Radka Janků G, Ostrov – – – – – – – 53 10
34.–41. Barbora Jedličková ZŠ a MŠ Tasovice – – – – 3 – 3 33 10
34.–41. Vojtěch Melichar ZŠ, Liberec, Oblačná 3 – – – – – 3 111 10
34.–41. Pham The Huynh Duc G, Šumperk – – – – – – – 77 10
34.–41. Andrea Podskalská G Brno, tř. Kpt. Jaroše 14 – – – – – – – 59 10
34.–41. Daniel Ridzoň ZŠ Norbertov, Praha – – – – – – – 50 10
34.–41. Petr Schonherr ZŠ Liberec, Sokolovská 328 – – – – – – – 77 10
42.–44. Petr Hebký ZŠ Jihlava, Křížová 33 1 0 0 0 1 – 2 29 9
42.–44. Martin Orság G a SOŠZZE Vyškov – – – – – – – 100 9
42.–44. Jan Rosenthaler 2. ZŠ Plzeň 0 0 0 1 – – 1 23 9
45.–48. Helena Havelková Biskupské G, Brno 2 2 – – 1 1 6 50 8
45.–48. Michaela Kleslová ZŠ Karlovy Vary, Poštovní 33 – – – – – – – 40 8
45.–48. Antonín Krmíček G Uherské Hradiště – – – – – – – 80 8
45.–48. Ondřej Šrámek ZŠ 8. května, Šumperk – – – – – – – 47 8
49.–56. Radek Gadas ZŠ, Liberec, Oblačná – – – – 2 – 2 41 7
49.–56. Hana Hladíková G, Nad Kavalírkou, Praha – – – – – – – 54 7
49.–56. Michaela Kovandová G, Nad Štolou Praha – – – – – – – 44 7
49.–56. Jan Macháček G L. Jaroše, Holešov – – – – – – – 78 7
49.–56. Martin Repčík G, Olomouc – Hejčín 2 – – – – – 2 58 7
49.–56. Matěj Suchánek ZŠ a MŠ Bílovice – – – – – – – 41 7
49.–56. Veronika Tupá 1 – – – – – 1 44 7
49.–56. Michal Viktora – – – – – – – 37 7
57.–62. Jaroslav Horáček G a SOŠZZE Vyškov – – – – – – – 46 6
57.–62. František Jurák ZŠ a ZUŠ, Liberec, Jabloňová – 0 – – – – 0 46 6
57.–62. Markéta Lipovská Jiráskovo G, Náchod – – – – – – – 60 6
57.–62. Duy Mai Van G F. X. Šaldy, Liberec – – – – – – – 100 6
57.–62. Laura Thonová G, Nad Alejí, Praha – – – – – – – 67 6
57.–62. Tomáš Troján G Cheb – – – – – – – 32 6
63.–68. Aneta Fajstlová G Brno, tř. Kpt. Jaroše 14 – – – – – – – 56 5
63.–68. Ludmila Fridrichová CZŠ Veselí nad Moravou – – – – – – – 29 5
63.–68. Bohumil Hora Podkrušnohorské G, Most – – – – – – – 38 5
63.–68. Martin Klančík G, Voděradská, Praha – – – – – – – 83 5
63.–68. Petr Kučera ZŠ J. Hlávky Přeštice – – – – – – – 31 5
63.–68. Silvie Zbořilová G, Jeseník – 1 0 – 1 – 2 24 5

69. Veronika Vávrová ZŠ újezd, Kyjov – – – – – – – 31 4
70.–74. František Hořejš ZŠ a MŠ Stupno – – – – – – – 33 3
70.–74. Jakub Kovářík ZŠ Hodonín, Očovská 1 0 – – 0 1 – 1 13 3
70.–74. Roman Krása ZŠ jazyků Karlovy Vary – – – 0 1 – 1 17 3
70.–74. David Němec G, Tanvald – – – – – – – 75 3
70.–74. Kristýna Zubzandová ZŠ jazyků Karlovy Vary – – – – – – – 33 3
75.–79. Jan Houkar ZŠ a MŠ Mirovice – – – – – – – 100 2
75.–79. Vlastislav Hozák ZŠ Opava, E. Beneše 2 – – – – – – – 100 2
75.–79. Veronika Králová ZŠ a MŠ Červený vrch, Praha – – – – – – – 33 2
75.–79. Tereza Sedláčková ZŠ Pardubice – Polabiny – – – – – – – 100 2
75.–79. Veronika Stratilová ZŠ a MŠ Hrabišín – – – – – – – 100 2
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Výfučtení:Goniometrickéacyklometrickéfunkce
Trochahistorie
Bavíme-liseogoniometrickýchfunkcích(avsouvislostisnimiiofunkcíchcyklometrických)
musímesiuvědomit,ževprůběhučasubylyvnímányvelmiodlišně.Věnujmetedynazačátku
tohotopovídánípárřádkůhistoriijejichvznikuajaksepostupněvyvíjelynašepoznatkyonich.

Vdnešnídobědefinujemerovinnýúheljakočástrovinyomezenoudvěmapolopřímkamise
společnýmpočátkem.Ovšemzrodtohotopojmujespojensdělenímkruhu.StaříBabyloňané
dělilikruhna360shodnýchčástí(výsečí),kterénazývalistupně,adálepakkaždýstupeň
dělilinadalších60částínazývanýchminuty.TotoděleníodnichpřevzaliŘekové,aačkoliv
ješedesátkovásoustavazastaralá,přetrvaladodnes.Dotétodobybylvrcholemprácesnimi
poznatekopodobnostitrojúhelníků.

Dalšívývojnapolitrigonometriebylpodnícenastronomií.StarořeckýastronomHipparchos
zNikaie(180–125př.n.l.)potřebovalprosvévýpočtytabulkytrigonometrickýchpoměrů,
kterévšakdojehodobyneexistovaly.Vzaltedyvúvahulibovolnýtrojúhelník,jemužopsal
kružnici,čímžsekaždástranastalatětivoutétokružniceajakotakovéjípříslušelstředový
úhel.Kvýpočtuvelikostírůznýchprvkůvtrojúhelníkubylotedytřebastanovitdélkutětivy
příslušnédanémustředovémuúhlu.Tentoúkon(rozvinutýKlaudiemPtolemaiem)bylhlavním
objektemzájmustarověkýchučenců.

PorozpaduřeckéspolečnostisevývojpřesunuldoIndie,kdebylyzavedenymnohempřes-
nějšídefinicearozšířenyznalostiogoniometrickýchfunkcích.Indickévědomostibylynásledně
přeloženyazdokonalenyvArábii,kdeužpoužívalivšech6goniometrickýchfunkcíspolusjejich
velicepřesnýmiapodrobnýmitabulkami.Ztétodobyexistujeoznačenísinu–latinskyzáliv,
záhyb.Označenívzniklonesprávnýmpřeklademprávězdělarabskýchmatematiků.Teprveaž
v15.stol.sevývojpřesunuldoEvropy.Ažvtétodoběsezačaloměnitdosavadnípohlíženína
goniometriijakožtodoplněkastronomieadokonceažnakonci16.stol.bylytytofunkcepoprvé
definoványpřespravoúhlétrojúhelníky.

Posledníhlubokouzměnuvchápánígoniometrickýchfunkcíumožniloaždílojednohoznej-
slavnějšíchmatematikůvšechdobLeonardaEuleravroce1748.Teprveonpřetvořildotédoby
pouzenumerickyvyčíslovanéatabulizovanétrigonometrickéhodnotyvefunkce,kterédokázal
vyjádřitveforměnekonečnéhosoučtu(chápejtetak,žečímvícečlenůsečteme,tímpřesnější
dostanemevýsledek)tak,abysedalahodnotafunkcevbodějednoduševyčíslit.Díkytomuto
zavedeníužEuleraneomezovalanutnostspojovathodnotysinu,cosinuatd.spravoúhlýmtroj-
úhelníkemaoprostilsetakodtisíciletéhopohledunatytofunkcejakožtonaúsečkyourčité
délce.OddobEulerananěpohlížímejakonačísla.

Stoutohlubokouzměnouvnímáníbychommělinachvíliodbočitkdnešníterminologii.
Českámatematickáterminologiejetotižjednaztěch,vekterýchseujalnávrhvýznamného
matematika,fyzikaadidaktikaFelixeKleina(1849–1925),kterýnapočátku20.stoletíprosa-
zovaljejízměnu.Vevětšiněostatníchjazykůnarazítepouzenatermíntrigonometrickéfunkce,
čitrigonometrie.Totooznačenívšakpoukazujepouzenastaršíchápánívýznamutěchtofunkcí
oněmžjepsánovýše–goniometriepocházízřečtinyaznamenáměřeníúhlů,trigonsepakpře-
kládájakotrojúhelník(dnesužnejsougoniometrickéfunkceomezoványpouzenatrojúhelníky,
případněúsečky).

Protovčeštiněnarážímehlavněnagoniometrickéfunkceaodlišujemetrigonometriija-
kopodoborgoniometriezabývajícísepůvodníaplikacígoniometrickýchfunkcínageometrii
trojúhelníků,zatímcovjinýchjazycíchpřetrvalojenjednozavádějícíoznačení...
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Kategoriedevátýchročníků
jménoškola1234ECII%Σ
StudentPilnýMFFUK3335442210048

1.MatějMezeraZŠHavlíčkůvBrod,Nuselská3240333434209445
2.–3.JáchymBártíkGHavlíčkůvBrod313124148139
2.–3.MartinŠtyksG,Lovosice333134178139

4.JaroslavJanošG,Lesníčtvrť,Zlín313134157536
5.KláraŠevčíkováGUherskéHradiště314113137335
6.MatějCoufalGHavlíčkůvBrod303–32117733

7.–9.AdamPoločekZŠHavlíčkova,ČeskýTěšín323222146029
7.–9.DavidSurmaGJ.Wolkera,Prostějov313213136029
7.–9.MiroslavVejvodaG,NovýBydžov233114146629

10.SimonaGabrielováG,Jírovcova,ČeskéBudějovice301133115426
11.JanStulhoferG,SpgŠ,OAaJŠZnojmo300–2385825

12.–13.LucieHronováGBrno,tř.Kpt.Jaroše143021–4105524
12.–13.KateřinaStodolováZŠPardubice–Polabiny303112105024

14.ZuzanaMatůšováCZŠVeselínadMoravou–030–145422
15.MarkétaOspálkováZŠŠumvald3–––1156821
16.JanGavlasSvobodnáchebskáškola30102–64118

17.–20.JanBurešSvobodnáchebskáškola30112–74617
17.–20.HonzaDangSvobodnáchebskáškola3031––75217
17.–20.AnetaK.LesnáGChristianaDopplera,Praha––3–1–46317
17.–20.PavlaMikulíkováGJ.Škody,Přerov3–––––37717
21.–22.JaromírMielecGVolgogradská,Ostrava––21–476416
21.–22.MatějŠnajdrSvobodnáchebskáškola30111–64216

23.JakubVrbaG,Svitavy––3–––34814
24.–28.MartinaFuskováGUherskéHradiště––––3–35713
24.–28.JanMarekZŠaMŠT.G.MasarykaŽeleznice––1–––15713
24.–28.RajaMarekG,Nymburk–––––––5913
24.–28.KláraSlováčkováGChristianaDopplera,Praha3–2–––58713
24.–28.KláraSvobodováKřesťanskáZŠNativity,Děčín313–––75213

29.OldřichKupkaZŠIvanovicenaHané0–002133112
30.–35.AnnaDědováG,Benešov–––––––5811
30.–35.AleksejGajGChristianaDopplera,Praha3041––84111
30.–35.JanHolásekG,ÚstínadOrlicí–––––––8511
30.–35.JakubMatějikZŠaMŠBílovice–0–11133111
30.–35.MichalSmrčkaG,Lesníčtvrť,Zlín3–31––77311
30.–35.DavidVuTrungPrvníčeskéG,KarlovyVary30301–72511
36.–37.DinhHuyNhatMinhG,Kadaň–––––––6710
36.–37.AnežkaŽádníkováZŠ,Tišnov,Smíškova84030––1–44310
38.–41.TomášHlavatýG,Kadaň–––––––699
38.–41.TamaraMaňákováG,Šumperk–––––––1009
38.–41.MatějPurGaSOŠPg,Jeronýmova,Liberec–––––––609
38.–41.JanToušG,Nymburk–––––––699
42.–45.AlžbětaAndrýskováG,Olomouc–Hejčín30––––3678
42.–45.FilipOpltG,Budějovická,Praha–––––––628
42.–45.PetrŠimůnekG,SOŠ,SOUaVOŠ,Hořice30––––3318
42.–45.JonášUřičářCZŠVeselínadMoravou3–30––6628
46.–48.DanielBobekGChristianaDopplera,Praha––21––3397
46.–48.DanielHrdinkaZŠTrutnov,Komenského399–––––––707
46.–48.KateřinaVolkováMasarykovoG,Vsetín–––––––477
49.–50.KateřinaFukováG,Ohradní,Praha-Michle–––––––1006
49.–50.MarkétaHolubováGChristianaDopplera,Praha200–––2386
51.–54.TerezaHavelkováZŠLoštice–––––––835
51.–54.JakubHoráčekZŠŠumperk,Šumavská21–––––––385
51.–54.KateřinaŠkorvánkováGaSOŠ,Rokycany––1–––1385
51.–54.LukášWinklerG,Mikulášskénám.23,Plzeň–––––––385

55.PavelHerinekZŠLuhačovice–––––––674
56.MichaelaČermákováZŠaMŠStaréHobzí–––––––333

57.–58.KristýnaDavídkováZŠLiberec,Česká354–––––––332
57.–58.VáclavŠídloG,Písek–––––––1002

59.MatějHolýGJ.Vrchlického,Klatovy–––––––501

18



VÝpočty Fyzikálních ÚKolů – kores. sem. MFF UK pro ZŠ ročník II číslo 4/7

Úhel
Definice úhlu popsána výše nám říká, že úhel je vlastně částí roviny. Musíme tedy rozlišovat
mezi termíny úhel a velikost úhlu, s níž pracují goniometrické funkce. Proto se budeme bavit
o tom, jak zapsat velikost úhlu.

Dnes se můžete setkat se dvěma různými jednotkami. Díky novověkému pohledu na goni-
ometrické funkce a jejich užití ve vyšší matematice a ve fyzice je přirozenější úhly vyjadřovat
v obloukové míře s jednotkou radián namísto stupňové. Jeden radián je středový úhel, který
přísluší oblouku o stejné délce, jako je poloměr kružnice. Z této definice vyplývá, že plný úhel
má 2π radiánů (1 rad .= 57,3◦ .= 57◦17′45′′). Převody mezi stupni a radiány hledejte v tabulce
níže. Samotné slovo radián navrhl v roce 1871 Jameson Thomson.

Zpravidla se však z dobrých důvodů označení radián neuvádí a ztotožňuje se s jedničkou,
takže například 2π rad = 2π = 360◦.

Zavedení trigonometrických funkcí
Definovat goniometrické funkce můžeme hned několika způsoby, my si však zatím ukážeme ten
nejjednodušší – v pravoúhlém trojúhelníku.

α

γ

β α

γ

β

C

A B

C′

A′ B′

ab

c

a′b′

c′

Obr. 1: Podobné trojúhelníky

Na obrázku vidíme dva pravoúhlé trojúhelníky ABC a A′B′C′ se shodným úhlem α. Jsou
tedy podobné podle věty uu, z čehož plynou rovnosti následujících poměrů:

a

c
= a′

c′
b

c
= b′

c′
a

b
= a′

b′

b

a
= b′

a′
c

b
= c′

b′
c

a
= c′

a′

Vidíme, že tyto poměry jsou vždy kladné a u všech podobných pravoúhlých trojúhelníků
shodné, resp. nezávisí na délkách jejich stran, ale jen a pouze na velikosti vnitřního úhlu α
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Kategorie sedmých ročníků
jméno škola 1 2 3 4 E C II % Σ
Student Pilný MFF UK 3 3 3 5 4 4 22 100 48

1. Erik Kočandrle G, Mikulášské nám. 23, Plzeň 3 3 3 1 4 4 18 81 39
2. Markéta Kaiserová ZŠ Schulz. sady, Dvůr Králové 3 1 3 3 4 4 18 67 32
3. Václav Brož G Christiana Dopplera, Praha 3 0 3 – – 4 10 73 22
4. Veronika Přikrylová G J. Škody, Přerov 3 2 0 2 2 – 9 48 21

5.–9. Ludmila Hlávková ZŠ Šlapanice 3 1 – – – 3 7 53 19
5.–9. Ivana Horáčková G Havlíčkův Brod – – – – – – – 73 19
5.–9. Eleonora Krůtová Klvaňovo G Kyjov – – – – – 4 4 83 19
5.–9. Kateřina Pšeničková ZŠ, Lupáčova, Praha 3 – 3 – – – 6 59 19
5.–9. Jakub Sochor G, Blovice 0 2 2 0 2 – 6 50 19

10.–12. Lucie Herciková G O. Březiny a SOŠ, Telč – 0 – – 2 2 4 46 17
10.–12. Martin Křemek G, Hranice – – – – – – – 65 17
10.–12. Ladislav Trnka ZŠ a MŠ B. Reynka, Lípa 3 – 3 – – 1 7 74 17
13.–14. Nikola Bartková G, Olomouc – Hejčín 3 – – – – – 3 55 16
13.–14. Kateřina Rosická G J. Ortena, Kutná Hora 3 2 1 – – 4 10 84 16

15. Jan Pokorný G J. V. Jirsíka, Č. Budějovice – – – – – – – 88 14
16.–17. Tadeáš Erban ZŠ a MŠ Petřiny – jih, Praha 3 1 2 – 1 – 7 45 13
16.–17. Josef Sabol G, Chotěboř – – – – – – – 50 13

18. Klára Adámková G Jana Keplera, Praha – – – – 2 1 3 71 12
19.–20. Ondřej Charvát První české G, Karlovy Vary – – – – 3 2 5 71 10
19.–20. Jan Procházka G, Židlochovice – – – – – – – 77 10
21.–25. David Hudák ZŠ a MŠ Ořechov – 0 – – 2 – 2 27 9
21.–25. Martina Ivanova ZŠ Litovel, Vítězná 1250 – – – – – – – 56 9
21.–25. Michael Mallý ZŠ JIH, Mariánské Lázně – – – – – – – 53 9
21.–25. Martin Motejlek SG Dr. Randy, Jablonec n. N. – – 3 – – – 3 100 9
21.–25. Miroslava Sloupová ZŠ a MŠ Nýrsko, Komenského – – – – – – – 45 9
26.–31. Jiří Blaha G Uherské Hradiště – – – – – – – 89 8
26.–31. Marek Gottwald ZŠ Litovel, Vítězná 1250 – – – – – – – 62 8
26.–31. Sára Kopúnová PORG, Praha – – – – – – – 89 8
26.–31. Václav Kůla G, Strakonice – – – – – – – 40 8
26.–31. Hynek Prát ZŠ a MŠ Mikulčice – – – – – – – 62 8
26.–31. Štěpán Šmíd G Brno, tř. Kpt. Jaroše 14 3 – – – – – 3 89 8
32.–38. Jan Bartoň G Zábřeh – – – – – – – 70 7
32.–38. Vítek Horčička G J. Škody, Přerov – – – – – – – 54 7
32.–38. Martin Kadlec ZŠ JAK, Karlovy vary 3 2 – – – – 5 47 7
32.–38. Šimon Kubík G Christiana Dopplera, Praha – – – – – – – 78 7
32.–38. Barbora Lejsková G, U Balvanu, Jablonec n. N. – – – – – – – 35 7
32.–38. Kristýna Paulusová G Cheb – – – – – – – 27 7
32.–38. Martin Pernica G a ZUŠ, Šlapanice – – – – – – – 70 7
39.–43. Marek Božoň ZŠ, Dělnická, Karviná – – – – – – – 67 6
39.–43. Iva Bublíková G Cheb – – – – – – – 26 6
39.–43. Alena Jirková G P. de Coubertina, Tábor – – – – – – – 67 6
39.–43. Benjamín Petržela ZŠ Frýdek-Místek, ČSA 570 – – – – – – – 60 6
39.–43. Kateřina Tymlová G, Blovice – – – – – – – 100 6
44.–47. Sára Elichová G Jana Keplera, Praha – – – – – – – 38 5
44.–47. Petr Martinek – – – – 1 – 1 36 5
44.–47. Tomáš Martiník Wichterlovo G, Ostrava – – – – – – – 50 5
44.–47. Marie Sejkorová ZŠ Pardubice – Polabiny – – – – – – – 83 5

48. Kateřina Bartošová ZŠ Karlovy Vary, Poštovní 33 – 0 – – 2 – 2 44 4
49.–53. Alzběta Fiľová Masarykovo G, Vsetín – – – – – – – 50 3
49.–53. Natali Kaufholdová ZŠ Jihlava, Nad Plovárnou – – – – – – – 33 3
49.–53. Tereza Pospíšilová ZŠ a MŠ Šlapanov – – – – – – – 50 3
49.–53. Jan Tym ZŠ Šumperk, Šumavská 21 – – – – – – – 50 3
49.–53. Jiří Žalud ZŠ Tachov, Zárečná 1540 – – – – – – – 15 3
54.–59. Jiří Halberštát ZŠ Sokolov, Běžecká 2055 – – – – – – – 33 2
54.–59. Zbyněk Holan G, Voděradská, Praha – – – – – – – 100 2
54.–59. Karel Jirgl ZŠ Brno, Sirotkova 26 – 0 – – – – 0 40 2
54.–59. Vilém Merta FZŠ prof. O. Chlupa, Praha – – – – – – – 100 2
54.–59. Nela Prokůpková ZŠ s RVMPP, Teplice, Buzulucká – – – – – – – 100 2
54.–59. Dominik Řezník Klvaňovo G Kyjov – – – – – – – 100 2

60. Tereza Bergová G Rožnov pod Radhoštěm – 0 – – 0 – 0 6 1
61. Markéta Tománková ZŠ Hranice, Tř. 1. máje – – – – – – – 0 0
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kněmužtytopoměryvztahujeme.Těmtopoměrůmříkámesinus,kosinus,tangens,kotangens,
sekansakosekans1úhluα

sinα=
a

ccosα=
b

ctgα=
a

b

cotgα=
b

asecα=
c

bcosecα=
c

a

Musímesivždyuvědomit,kekterémuúhludanéfunkcevztahujeme.Napříkladsinusúhluβ
budepoměrstranbac,neaabjakoproúhelα!

Vzhledemktomu,žejsmezavedlipouzetrigonomotrickéfunkce,vtrojúhelníku,můžeme
dosazovatúhlyvrozmezí(0◦;90◦)⇔(0;π/2).

Tabulkazákladníchúhlů

Tabulka1:Důležitéhodnotygoniometrickýchfunkcí

ααsinαcosαtgα

0◦0010

30◦π
6

1
2

√
3

2

√
3

3
45◦π

4

√
2

2

√
2

21

60◦π
3

√
3

2
1
2

√
3

90◦π
210neexistuje

Kčemujetovlastnědobré?
Ukážemesinejjednoduššípoužitínanásledujícímpříkladu:Určetedélkyvšechstranpravo-
úhléhotrojúhelníkuABCspravýmúhlempřivrcholuC,víte-li,žepřiběžnémznačení(proti
vrcholuAjestranaaaúhelpřiněmjeα,stejnýmzpůsobemiproostatnívrcholy,strany
aúhly)β=60◦a|AB|=6.Zdefinicesinuplatí

sinβ=|AC|
|AB|

,

|AC|=|AB|sinβ,

|AC|=6·sin60◦=6·
√

3
2=3

√
3.

1Vdnešnídoběsesekansakosekansmimoanglosaskýsvětpřílišnepoužívají,protosetěmitofunkcemi
nebudemevnašemtextudálezabývat.
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PořadířešitelůpoII.sérii
Kategoriešestýchročníků

jménoškola1234ECII%Σ
StudentPilnýMFFUK3335442210048

1.MiroslavŠafářZŠ,Znojmo,Mládeže3302014105426
2.MartinSchmiedGJihlava–––––––5013

3.–4.PetrKolář–––––––787
3.–4.StanislavaKošákováZŠStrakonice,Dukelská3–––––3887
5.–7.PavlaMašková2.ZŠJAKMilevsko–––––––835
5.–7.NoraProkešováPrvníčeskéG,KarlovyVary3–––––31005
5.–7.MartaStehlíkováMasarykovaZŠ,Ždánice–––––––835
8.–9.VítKučera1.ZŠTGMMilevsko–––––––444
8.–9.VáclavNevyhoštěnýZŠLetovice–––––––674

10.MartinBurget–––––––333
11.–12.NikolaMüllerováZŠNováPaka,Husitská–––––––1002
11.–12.PavelSvobodaZŠJílovská,Praha–––––––1002
13.–15.TerezaBřezinováZŠaMŠZnojmo,Pražská68–––––––501
13.–15.TerezaBurianováZŠaMŠZnojmo,Pražská68–––––––141
13.–15.KateřinaHledíkováZŠTGM,Bojkovice–––––––501
16.–18.OndřejBenáčekZŠaMŠZnojmo,Pražská68–––––––00
16.–18.TomášKuderaZŠaMŠZnojmo,Pražská68–––––––00
16.–18.RomanaNehybováZŠaMŠZnojmo,Pražská68–––––––00
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Zbývající stranu můžeme dopočítat pomocí Pythagorovy věty, my však použijeme opět trigo-
nometrii.

Protože
α+ β + γ = 180◦ ,

tak

α = 180◦ − γ − β = 180◦ − 90◦ − 60◦ = 30◦ ,

Pro sinus úhlu α platí:

sinα = |BC|
|AB| ,

|BC| = |AB| sinα ,

|BC| = 6 · sin 30◦ = 6 · 1
2 = 3 .

Trojúhelník ABC má tedy strany délky 6; 3 a 3
√

3.

Rozšíření na obecný trojúhelník
Trigonometrické funkce se dají používat kromě pravoúhlého i v obecném trojúhelníku. Toto
zobecnění s sebou přináší nutnost rozšíření definičního oboru i na tupé úhly (tedy na inter-
val [0; π]).

Abychom mohli dopočítávat délky stran v libovolném trojúhelníku, budeme potřebovat znát
nové trigonometrické identity, jimiž jsou sinová a kosinová věta. Při běžném značení platí:

• sinová věta
a

b
= sinα

sin β ,
b

c
= sin β

sin γ ,
c

a
= sin γ

sinα ,

• kosinová věta

a2 = b2 + c2 − 2bc cosα ,
b2 = a2 + c2 − 2ac cosβ ,
c2 = a2 + b2 − 2ab cos γ .

Všimněme si, že jestliže bude trojúhleník ABC pravoúhlý s pravým úhlem při vrcholu C,
přechází třetí rovnice do tvaru Pythagorovy věty c2 = a2 + b2 (protože cos(π/2) = 0).

Zavedení goniometrických funkcí
Jestliže definujeme goniometrické funkce pomocí tzv. jednotkové kružnice2, můžeme dále roz-
šířit definiční obor těchto funkcí3. Takto definované funkce jedné proměnné nacházejí široké
uplatnění napříč matematikou, fyzikou a jinými obory. Na dalších řádcích popíšeme některé
vlastnosti jednotlivých funkcí na rozšířeném definičním oboru:

2Pro zájemce http://cs.wikipedia.org/wiki/Jednotková_kružnice
3Definiční obor je množina všech čísel, které můžeme do funkce dosadit.
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Kolmý vektor k vektorům e a f vytvoříme pomocí vektorového součinu zadaných vektorů.
Takový vektor bude kolmý na rovinu, ve které leží vektory e a f , a tedy i k těmto vektorům.

e × f =

(
u2v3 − u3v2
u3v1 − u1v3
u1v2 − u2v1

)
=

(1 · 7− 3 · (−2)
3 · 5− 4 · 7

4 · (−2)− 1 · 5

)
=

( 7 + 6
15− 28
−8− 5

)
=

( 13
−13
−13

)
.

c) Velikost vektorového součinu daných vektorů e a f je obsah rovnoběžníku, jehož strany tvoří
tyto vektory. Polovina takového rovnoběžníku je hledaný obsah trojúhelníku.

|e × f | =
√
a2 + b2 + c2 =

√
132 + (−13)2 + (−13)2 =

√
3 · 132 =

√
3 · 13 .= 22,52 ,

S = |e × f |
2 = 13

2
√

3 .= 11, 26 .

Chtěli bychom poděkovat Matěji Mezerovi, který nás upozornil na následující chybu v textu
seriálu. Namísto vzorce

u · v = |u| · |v | · cosφ
je správně

u · v = |u| · |v | · sinφ .

Eliška Pilátová
eliska@fykos.cz
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Sinusakosinustytodvěfunkcemajívelmipodobnévlastnosti,dooboumůžemedosadit
jakékoličíslo,oběvámnavýstupudajíčíslood−1do1.Obějsoutoperiodickéfunkcesperi-
odou2π.Pokudtedydofunkcídosadímeúhelolibolnýnásobek2πvětší,dostanemetosamé
číslo.Platítedyproněvztahysin(x+2kπ)=sin(x)acos(x+2kπ)=cos(x),kjelibovolné
celéčíslo.Sinusjelicháfunkce,symbolickytedysin(−x)=−sin(x),zatímcokosinusjefunkce
sudá,tedycos(−x)=cos(x).

α

sinα

−90◦

0◦90◦180◦
270◦

Obr.2:Sinusoida

α

cosα

−90◦0◦90◦
180◦

270◦

Obr.3:Kosinusoida

Tangensjedefinovanýjakopodílsinuakosinu.Vmatematicenemůžemedělitnulou,proto
tangensexistujejenomvbodechx,prokterécos(x)̸=0.Nemůžemetedydosazovatúhlyπ/2,
3π/2,5π/2atd.Funkcenavýstupudávávšechnareálnáčísla,tedyivětšíjako1nebomenší
jako−1.Jednáseolichouperiodickoufunkci(periodajeπ):tg(−x)=−tg(x),tg(x+kπ)=
=tg(x).
Kotangensjedefinovanýjakopodílkosinuasinu,protomusíplatitsin(x)̸=0.Můžeme
dosazovattedycokolivsvýjimmkouvšechnásobkůúhluπ.Stejnějakotangensnámdájakékoliv
čísloajetotakélicháaperiodickáfunkce:cotg(−x)=−cotg(x)acotg(x+kπ)=cotg(x).

Cyklometrickéfunkce
Dosudjsmeřešilipouzeproblémhledánífunkčníhodnotyprodanýúhel,napříkladsin(30◦)=?.
Cokdyžalemámedanoupouzeonufunkčníhodnotuamámezjistit,kterémuúhlunáleží–
kupříkladusin(x)=0,5;x=?.Ktomutoúčelusloužejíprávěcyklometrickéfunkce,kteréjsou
jenjinýmoznačenímproinverznífunkcekegoniometrickýmfunkcím(tzn.,žedonich„hodíme“

7
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b)Kekaždémuvektoruzpředchozíúlohynajdětekolmývektor.Jakýbybylvektorkolmý

zároveňkoběmavektorůme=

(4
1
3

)
e=

(4
1
3

)
,f=

(5
−2
7

)
?

c)Určeteobsahtrojúhelníku,jehoždvěstranyjsouvektoryeaf.

a)Vektoravypočtemesečtenímjednotlivýchsložekzadanýchvektorů.Vektorbnaopakjejich
odečtením.Vjakémpořadíserozhodnemevektoryodčítatnámovlivnípouzeorientaci
výslednéhovektoru,alejehovelikostasměrbudoustejné.

a=u+v=
(
u1+v1
u2+v2

)
=
(
−2+5
1+2

)
=
(

3
3

)
,

b=u−v=
(
u1−v1
u2−v2

)
=
(
−2−5
1−2

)
=
(
−7
−1

)
.

Úhelsvíranývektorya,blzesnadnozjistitzevzorečkuuvedenéhovtextuseriálu.

cosφ=a·b
|a|·|b|=

a1·b1+a2·b2
√
a12+a22·√

b12+b22=3·(−7)+3·(−1)
√

32+32·√
(−7)

2
+(−1)

2=−0,8,

φ=143,13◦.

b)Kolmévektorysvírajíúhel90◦ajejichskalárnísoučinsetedyrovná

u·v=|u|·|v|·cos90◦=0.

Prozjištěníkolmýchvektorůdosadímedovztahuproskalárnísoučinjedenzvektorů.Kolmý
vektorgkvektoruuurčímenásledujícímzpůsobem

u·g=u1·g1+u2·g2=−2g1+1g2=0.

Jednuzesložekhledanéhovektorugmůžemezvolitlibovolněadruhoudopočtemezevztahu
výše.Potommůževektorgvypadatnapříklad

g=
(

1
2

)
.

Dalšíkolmévektoryh,i,jkvektorůmv,a,bseurčíobdobně.Napříkladmůžemezískat
následujícívektory

h=
(

2
−5

)
,i=

(
1
−1

)
,j=

(
1
−7

)
.

Otočenímpůvodníhovektoruo90◦kolempočátkuzískámetakékolmývektor.Pokudsito
načrtnemedokartézskésoustavysouřadnic,můžemesivšimnout,ževýslednýkolmývektor
selišíodpůvodníhopouzeprohozenímsouřadnicvektoruazměnouznaménkaujedné
souřadnice.Např.nalezenévektoryg,hajtotosplňují.Jsoutotedyvektoryotočenéo90◦
amajístejnoudélkujakopůvodnívektory.
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α

tgα

−180◦ −90◦
0◦

90◦ 180◦

Obr. 4: Tangenta

jinak funkční hodnotu a „vypadne“ z ní hodnota úhlu). Slovní označení jsou arkussinus (arcsin),
arkuskosinus (arccos), arkustangens (arctg) a arkuskotangens (arccotg). Na kalkulačkách se
z důvodu úspory místa setkáme spíše s označením sin−1, cos−1 apod., nepleťte si toto označení
s mocninami, nejedná se o převrácené hodnoty goniometrických funkcí.

Jedné hodnotě sinu a kosinu připadá nekonečně mnoho úhlů, přičemž úhel, který patří do
intervalu [0◦; 360◦] = [0; 2π] nazýváme úhlem základním.

Základní goniometrické vzorce
Při různých výpočtech se jistě setkáte s nutností zjednodušit nějaký hrůzostrašně vypadající
výraz. K tomu vám jistě přijdou vhod následující identity.

sin2α+ cos2α = 1 ,
sin(α± β) = sinα cosβ ± cosα sin β ,
cos(α± β) = cosα cosβ ∓ sinα sin β .

Pokud vás budou zajímat další vztahy, třeba pro tangens, neváhejte a najděte si je.

Fyzikální aplikace
Goniometrické vzorce nachází uplatnění, jak již bylo řečeno, napříč celou matematikou, fyzikou
a technickými obory. Při řešení tohoto semináře se jistě setkáte s těmito funkcemi při skládání

8
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Úloha II.4 . . . Kontrola rychlosti 5 bodů; průměr 0,96; řešilo 45 studentů
Aby pozorovatel zjistil rychlost rakety Vítěz, střelil do rakety světelným paprskem o vlnové
délce 510 nm. K pozorovateli se vrátil světelný paprsek o vlnové délce o 0,21 nm kratší než
původní vlnová délka.

Zjistěte rychlost rakety, víte-li, že rychlost světla je 3 · 108 m·s−1.

Nejprve si popíšeme situaci. Začátek vlny narazí do lodi, loď pokračuje ve své dráze a pak
do ní narazí konec vlny. Časový rozdíl mezi nárazy si označíme t. Zároveň se začátek vlny po
tento čas t již vzdaloval zpět od lodi. Odražená vlnová délka λ2 je rovna součtu vzdálenosti s1,
kterou musel urazit konec vlny od nárazu začátku vlny po svůj náraz, a vzdálenosti s2, kterou
urazil začátek vlny od odrazu zpět po čas t. Za kladný směr rychlosti lodi vR bereme pohyb
lodi směrem od pozorovatele:

t = λ1

c− vR
,

λ2 = s1 + s2 ,

s1 = tc ,

s2 = tvR ,

λ2 = tc+ tvR ,

λ2 = λ1(vR + c)
c− vR

,

vR = c(λ2 − λ1)
λ2 + λ1

.

Po dosazení zadaných hodnot nám vyjde

vR = 3 · 108 m·s−1 · (−0,21 nm)
2 · 510 nm− 0,21 nm ,

vR
.= −62 000m·s−1 .

Jelikož nám vyšla rychlost rakety záporná, raketa se pohybuje směrem k pozorovateli.
Raketa Vítěz letí směrem k pozorovateli rychlostí velkou |vR| = 62 000m·s−1.

Komentář k došlým řešením
Mnoho z vás si našlo vzoreček pro změnu vlnové délky při pohybujícím se zdroji. Tato situ-
ace se od naší liší tím, že raketa nevysílá, ale odráží signál. Takže vlna letí nejen od rakety
k pozorovateli, ale nejdříve i od pozorovatele k raketě.

Alžběta Nečadová
bjetka@fykos.cz

Úloha II.C . . . Seriálová 4 body; průměr 2,62; řešilo 42 studentů

a) Vypočtěte vektory a, b sečtením a odečtením vektorů u =
(
−2
1

)
, v =

(
5
2

)
a určete velikost

úhlu, který svírají vektory a, b.
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sil(obecněpřiprácisvektory),zmiňmekupříkladurozkladsilnanakloněnéroviněatd.Gonio-
metrickéfunkcesepoužívajípřipopisukmitavéhopohybu,elektromegnetickéhovlnění...Jejich
použitíjenesmírněširoké.

ŘešeníII.série
Vzorovéřešeníexperimentálníúlohyseconevidětobjevínanašemwebuabudevytištěnovpříští
brožurce.Zaprodleníseomlouváme.

ÚlohaII.1...VonDresdennachWien3body;průměr2,68;řešilo87studentů
CentraměstDrážďanaVídnějsouodsebevzdálenazhrubad=370kmvzdušnoučaroupo
Zemi.Ocokratšíbybylavzdálenostmezinimi,pokudbychommohlijítpřímýmtunelemskrz
Zemi?Zanedbejterozdílnadmořskýchvýšek,vekterýchjsouměstapoložena.Nazávěrmůžete
srovnatidélkucesty,kteroubystemeziměstyjeliautem.
NápovědaAbybylatatoúlohajednoduchá,jezdenápověda.Goniometrickéfunkcemůžeme
promaléúhlyaproximovat(tedypřiblížit)jako

sinα≈α−
α3

6
,

cosα≈1−
α2

2
,

tgα≈α+
α3

3
,

kdeúheldosazujemevradiánech.Tohomůžemevyužítprovyjádřeníneznámévrovnici,kde
vystupujejaksamotnýúhel,takiobsaženývnějakégoniometrickéfunkci.

Vzdálenostměstsppopovrchulzevyjádřitpomocívzorceprodélkukruhovéhooblouku

sp=Rzα,

st

O

α/2 α

RZ

Wien

Dresden

Obr.5:TunelzDrážďando
Vídně

kdeRzjepoloměrZeměaαjeúhel,kterývytínajíspojniceměst
sestředemZemě.Ztohotovztahumůžemesnadnovyjádřit

α=
sp

Rz
.

Vzdálenostměststpřicestěhypotetickýmtunelemlzezaznalosti
úhluαvyjádřitjako(vizobrázek5)

st=2Rzsin
α

2
.(1)

Prozjednodušenímůžemepromaléúhlyaproximovatsinusprv-
nímidvěmačlenyTaylorovyřady(v.nápovědu),tedy

sin
α

2≈
α

2−
α3

48
.

9

VÝpočtyFyzikálníchÚKolů–kores.sem.MFFUKproZŠročníkIIčíslo4/7

ÚlohaII.3...RaketaVítěz3body;průměr2,03;řešilo71studentů
Předpokladáme,žeraketaVítězletíkZemipopřímce,kteráspojujestředyZeměaMěsíce.
Zjistěte,vjakévzdálenostiodpovrchuZeměsenacházíbod,kdegravitačnísílaZeměpůsobící
naraketubudevyrovnánagravitačnísilouMěsíce.

HmotnostZeměje5,97·1024kgahmotnostMěsíceje7,35·1022kg.

RaketaVítězsepohybujejakvradiálnímgravitačnímpoliZemě,takMěsíce.Vradiálnímpoli
platíNewtonůvgravitačnízákon:„Dvahmotnébodynasebepůsobívzájemněgravitačními
silami,kteréjsoustejněvelkéaopačněorientované.Jejichvelikostjepřímoúměrnásoučinu
hmotnostítěchtobodůanepřímoúměrnádruhémocninějejichvzdálenosti.“

Abyvýslednásílapůsobícínaraketubylanulová,musíplatit

FgZ=FgM,

κ
MZm

r2
1

=κ
MMm

r2
2

,

kdeMZjehmotnostZemě,MMjehmotnostMěsíce,mjehmotnostrakety,κjegravitační
konstantaar1,r2jsouvzdálenostiraketyodstředuZeměresp.Měsíce.

MZ

r2
1

=
MM

r2
2

,

√
MZ

r1=
√
MM

r2
.

Zar2můžemedosaditr−r1,kderjestřednívzdálenoststředůZeměaMěsíce(r=384403km)
√
MZ

r1=
√
MM

r−r1
,

r1=
r
√
MZ

√
MM+

√
MZ

.

Počíselnémdosazenídostanemepřibližněr1=346011kmakdyžodtétohodnotyodečteme
zemskýpoloměr(RZ=6378km)dostamenehledanouvzdálenostraketyodzemskéhopovrchu,
kteráje339633km.

Poznámkykdošlýmřešením
1.Úlohušlovelmipodobněřešitpřesintenzituradiálníhogravitačníhopole.
2.VzdálenostZeměaMěsíceneníkonstantníapohybujeseod356410km,kdyjeMěsícZemi

nejblíže(vperigeu),po406697km,kdyjeMěsícnejdále(vapogeu).Běžněsepoužívá
střednívzdálenost,kterájeoněch384403km.

3.Pozornarozdílymezitíhovouagravitačnísilou!Nemaláčástzvássijestáleplete.

LukášFusek
lukasf@fykos.cz
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Po dosazení této aproximace do vztahu (1) vychází

st ≈ 2Rz

(
α

2 −
α3

48

)
= Rz

(
α− α3

24

)
= Rz

(
sp

Rz
− s3p

24R3z

)
= sp −

s3p
24R2z

,

a tedy

∆s = sp − st =
s3p

24R2z
.

Po dosazení sp = 370 km a Rz = 6378 km vychází ∆s = 52m.
Odhadnout dobu cesty mezi těmito dvěma městy je záludné, neboť je potřeba znát prů-

měrnou rychlost jízdy. Co ale můžeme snadno vyjádřit, je relativní změna doby jízdy při jízdě
tunelem za předpokladu, že průměrná rychlost jízdy na povrchu je stejná jako průměrná rych-
lost jízdy tunelem

∆t

tp
=

∆s
v
sp
v

= ∆s

sp
.

Po dosazení vychází ∆t/tp = 0,014%, což je naprosto zanedbatelná hodnota. Pokud by průměr-
ná rychlost činila např. v = 100 km·h−1, pak by rozdíl doby jízdy při cestě po povrchu a tunelem
činil zhruba ∆t = 1,9 s, což při celkové době jízdy 3 hodiny 42 minut nehraje opravdu žádnou
roli.

Nakonec můžeme srovnat vzdálenost měst při cestě tunelem se vzdáleností měst při cestě
po silnici. Podle webu http://mapy.cz je nejkratší cesta z Drážďan do Vídně dlouhá 438 km.
Zjišťujeme tedy, že „klikatost“ silnice má na délku cesty mnohem větší vliv než to, že je Země
kulatá.

Zdeněk Jakub
zdenekjakub@fykos.cz

Úloha II.2 . . . Zítra se začnu učit 3 body;
průměr 0,79; řešilo 67 studentů

Během minulého zkouškového období shledal matfyzák Pepa, že už na stole nemá dostatek
místa, a tak se rozhodl, že si pracovní místo přeorganizuje. Jako nejvhodnější se mu zdálo
přesunout knihu Diferenciální počet I mimo stůl, ale tak, aby tato kniha byla stále v dosahu.

Ovšem ani nejbližší skříňka nebyla dostatečně blízko, aby na knihu dosáhl. Sesbíral proto
po pokoji všechny nepotřebné učebnice a vyskládal z nich na skříňku sloupec knih tak, že
každou další knihu vysunul o kousek blíže stolu než tu předchozí, ale zároveň ne moc, aby se
sloup knih nezřítil. Knihy poskládal tak, že pod vrchním Diferenciálním počtem I nebyl ani
kousek nejspodnější knihy. Na takto odsunutou knihu už Pepa v pohodě dosáhl. Kolik nejméně
knih je potřeba, aby se dala taková věž z knih postavit, pokud mají všechny použité knihy
stejné rozměry (a hmotnosti)?

Najdôležitejšia vec pri riešení príkladu je správne si prečítať zadanie. Písali sme, že Pepa knižky
ukladá tak, aby sa nezrútili. To by nám mohlo napovedať, že nejaké riešenie existuje a snažiť
sa ho nájsť.
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Veľa z vás totiž prehlásilo, že veža s rovnomerne vysunutými knižkami spadne. To je síce
správne, ale rovnomerné vysunutie nie je jediná možnosť!

Musíme prísť na to, ako veľmi môžeme jednotlivé knihy vysúvať4. Hneď si všimneme, že
vrchná kniha musí mať svoje ťažisko položené na knihe pod ňou. Aby bola splnená táto pod-
mienka, tak vrchná kniha môže byť vysunutá maximálne o polovicu svojej šírky5. Toto však
musí platiť aj pre vrchné 2 knihy – ich spoločné ťažisko musí ležať na knihe pod nimi. Podobná
podmienka platí aj pre 3, 4, 5 kníh a tak ďalej, až kým sa postupne neprebojujeme k spodku
veže. Pri ukladaní takýmto spôsobom bude ľubovoľná časť veže stabilná, a teda stabilná bude
aj celá veža.

Poďme vypočítať jednotlivé vysunutia. Knižky začneme ukladať pod seba od najvrchnejšej
a budeme ich vysúvať podľa obrázka. Ako sme povedali, prvú vysunieme o l/2 jej šírky. Spo-
čítajme spoločné ťažisko prvej a druhej knihy: ak predpokladáme, že všetky knihy sú rovnaké,
tak ťažisko bude v strede – teda vo vzdialenosti l/4 od pravého okraja druhej knihy:

l/2 l/4 l/6

T1 T2

T1

T1,2

T3

T1,2

T1,2,3

Obr. 6: Náčrtok stavania vrchných troch kníh

Tretiu knižku podložíme tak, aby ťažisko T1,2 bolo presne nad pravým okrajom tretej kni-
hy. Znova spočítajme ťažisko týchto 3 kníh. Je logické, že bude ležať niekde medzi ťažiskom
3. knihy T3 a spoločným ťažiskom prvých 2 kníh T1,2. Keďže T1,2 je nad okrajom 3. knihy,
vzdialenosť T1,2T3 bude l/2. Ak si uvedomíme, že bod T1,2 zastupuje 2 knižky a T3 jednu,
je rozumné očakávať, že ťažisko všetkých 3 kníh T1,2,3 bude dvakrát bližšie k T1,2. Vzdiale-
nosť l/2 si teda rozdelíme na tretiny a hneď vidíme, že spoločné ťažisko 3 kníh sa nachádza vo
vzidalenosti l/6 od pravého okraja tretej knihy.

Ďalej pokračujeme rovnako. Podložíme štvrtú knihu a urobíme celý proces dookola. Znova
budeme deliť vzdialenosť l/2 medzi ťažiskom prvých 3 kníh T1,2,3 a ťažiskom štvrtej knihy,
tentokrát ale na 4 časti. Podobným postupom dospejeme, že spoločné ťažisko 4 kníh je vzdialené
o l/8. Všimnime si, že sme postupne dostali výsledky l/2, l/4, l/6 a l/8. Nemusíme viac počítať:
vidíme, že ďalšiu knihu môžeme vysunúť o l/10, potom o l/12 atď.

Ľahko overíme, že l/2 + l/4 + l/6 + l/8 = 25l/24, čo znamená, že Pepovi stačí 5 knižiek aby
dosiahol svoj sen.6

Patrik Švančara
patrik@fykos.cz

4Keďže chceme nájsť najmenší počet kníh.
5Vtedy bude jej ťažisko položené presne na okraji knihy pod ňou.
6Kto nevidí, prečo 5 kníh, keď spočítavame iba 4 zlomky, nech si to nakreslí :-).
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