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Viyfucteni: Goniometrické a cyklometrické funkce

Trocha historie

Bavime-li se o goniometrickych funkcich (a v souvislosti s nimi i o funkcich cyklometrickych)
musime si uvédomit, ze v pribéhu ¢asu byly vnimany velmi odlisné. Vénujme tedy na zacatku
tohoto povidani par radku historii jejich vzniku a jak se postupné vyvijely nase poznatky o nich.

V dnesni dobé definujeme rovinny thel jako ¢ast roviny omezenou dvéma poloprimkami se
spole¢nym pocatkem. OvSem zrod tohoto pojmu je spojen s délenim kruhu. Staii Babylonané
délili kruh na 360 shodnych ¢dsti (vyseci), které nazyvali stupné, a dale pak kazdy stupen
délili na dalsich 60 ¢asti nazyvanych minuty. Toto déleni od nich prevzali Rekové, a ackoliv
je Sedeséatkova soustava zastarald, pretrvala dodnes. Do této doby byl vrcholem prace s nimi
poznatek o podobnosti trojihelniku.

Dalsi vyvoj na poli trigonometrie byl podnicen astronomii. Starofecky astronom Hipparchos
z Nikaie (180-125 pf. n. l.) potfeboval pro své vypocty tabulky trigonometrickych poméru,
které vsak do jeho doby neexistovaly. Vzal tedy v tvahu libovolny trojtihelnik, jemuz opsal
kruznici, ¢imz se kazda strana stala tétivou této kruznice a jako takové ji prislusel stfedovy
thel. K vypoctu velikosti riznych prvka v trojihelniku bylo tedy tifeba stanovit délku tétivy
prislusné danému stfedovému tihlu. Tento tikon (rozvinuty Klaudiem Ptolemaiem) byl hlavnim
objektem zdjmu starovékych ucenci.

Po rozpadu tecké spolecnosti se vyvoj presunul do Indie, kde byly zavedeny mnohem pres-
néjsi definice a rozsiteny znalosti o goniometrickych funkcich. Indické védomosti byly nasledné
prelozeny a zdokonaleny v Arabii, kde uz pouzivali vsech 6 goniometrickych funkci spolu s jejich
velice presnymi a podrobnymi tabulkami. Z této doby existuje oznaceni sinu — latinsky zdliv,
zahyb. Oznaceni vzniklo nespravnym ptrekladem praveé z dél arabskych matematikia. Teprve az
v 15. stol. se vyvoj presunul do Evropy. Az v této dobé se zacalo ménit dosavadni pohlizeni na
goniometrii jakozto doplnék astronomie a dokonce az na konci 16. stol. byly tyto funkce poprvé
definovany pres pravoihlé trojuhelniky.

Posledni hlubokou zménu v chdpani goniometrickych funkci umoznilo az dilo jednoho z nej-
slavnéjsich matematikt vsech dob Leonarda Eulera v roce 1748. Teprve on pretvoril do té doby
pouze numericky vycéislované a tabulizované trigonometrické hodnoty ve funkce, které dokézal
vyjadiit ve formé nekoneéného souctu (chdpejte tak, ze ¢im vice ¢lent sec¢teme, tim presnéjsi
dostaneme vysledek) tak, aby se dala hodnota funkce v bodé jednoduse vy¢islit. Diky tomuto
zavedeni uz Eulera neomezovala nutnost spojovat hodnoty sinu, cosinu atd. s pravotuhlym troj-
thelnikem a oprostil se tak od tisiciletého pohledu na tyto funkce jakozto na tsecky o urcité
délce. Od dob Eulera na né pohlizime jako na cisla.

S touto hlubokou zménou vnimani bychom meéli na chvili odbocit k dnesni terminologii.
Ceské matematicka terminologie je toti# jedna z téch, ve kterych se ujal ndvrh vyznamného
matematika, fyzika a didaktika Felixe Kleina (1849-1925), ktery na poc¢atku 20. stoleti prosa-
zoval jeji zménu. Ve vétsiné ostatnich jazykt narazite pouze na termin trigonometrické funkcee,
C¢i trigonometrie. Toto oznaceni vSak poukazuje pouze na starsi chdpani vyznamu téchto funkci
0 némz je psdno vyse — goniometrie pochdzi z feCtiny a znamené méteni thli, trigon se pak pre-
kl4da jako trojihelnik (dnes uz nejsou goniometrické funkce omezovany pouze na trojihelniky,
pripadné tsecky).

Proto v Cestiné nardzime hlavné na goniometrické funkce a odliSujeme trigonometrii ja-
ko podobor goniometrie zabyvajici se puvodni aplikaci goniometrickych funkci na geometrii
trojihelnikd, zatimco v jinych jazycich pretrvalo jen jedno zavadéjici oznaceni. . .
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Uhel

Definice thlu popsana vyse nam tiké, Ze thel je vlastné ¢asti roviny. Musime tedy rozlisSovat
mezi terminy thel a velikost thlu, s niz pracuji goniometrické funkce. Proto se budeme bavit
o tom, jak zapsat velikost ihlu.

Dnes se muzete setkat se dvéma riznymi jednotkami. Diky novovékému pohledu na goni-
ometrické funkce a jejich uziti ve vyssi matematice a ve fyzice je prirozenéjsi thly vyjadrovat
v obloukové mire s jednotkou radidn namisto stupniové. Jeden radidn je stiedovy thel, ktery
prislusi oblouku o stejné délce, jako je polomér kruznice. Z této definice vyplyva, ze plny thel
mé 2r radidnt (1rad = 57,3° = 57°17'45"). Pievody mezi stupni a radidny hledejte v tabulce
nize. Samotné slovo radidn navrhl v roce 1871 Jameson Thomson.

Zpravidla se vSak z dobrych divodu oznaceni radidn neuvadi a ztotoznuje se s jednickou,
takze napfiklad 2nrad = 2x = 360°.

Zavedeni trigonometrickych funkci

Definovat goniometrické funkce muzeme hned nékolika zptisoby, my si vSak zatim ukéZeme ten
nejjednodussi — v pravouhlém trojihelniku.

C

A C B A C/ B’
Obr. 1: Podobné trojihelniky

Na obrizku vidime dva pravotihlé trojihelniky ABC a A’B’C’ se shodnym thlem a. Jsou
tedy podobné podle véty uu, z ¢ehoz plynou rovnosti nasledujicich poméru

a d b b a d
c c ¢’ b
/ / /
b b c_c c _c
a 1’ b v’ a a

Vidime, zZe tyto poméry jsou vzdy kladné a u vsech podobnych pravouhlych trojihelnikt
shodné, resp. nezavisi na délkach jejich stran, ale jen a pouze na velikosti vnitiniho tdhlu «
k némuz tyto poméry vztahujeme. Témto pomérum fikdme sinus, kosinus, tangens, kotangens,
sekans a kosekans' thlu o

sina =

s cosa = —, tga =

Qlo o

Qi ol
o olor

cotga = —, seca = -, cosec @ =

1V dnesni dobé& se sekans a kosekans mimo anglosasky svét piili§ nepouZivaji, proto se témito funkcemi
nebudeme v nasem textu dale zabyvat.
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Musime si vzdy uvédomit, ke kterému hlu dané funkce vztahujeme. Napriklad sinus Ghlu
bude pomér stran b a ¢, ne a a b jako pro uhel a!

Vzhledem k tomu, ze jsme zavedli pouze trigonomotrické funkce, v trojuhelniku, mizeme
dosazovat tihly v rozmezi (0°;90°) < (0;1t/2).

Tabulka zakladnich ahli

Tabulka 1: Dulezité hodnoty goniometrickych funkeci

« a sina  cosa tga
0° 0 0 1 0
g0 & L 3 V3
6 2 2 3
g TV V2 !
4 2 2
° b \/§ 1
0 3 3 3 0V
90° g 1 0 neexistuje

K c¢emu je to vlastné dobré?

Ukézeme si nejjednodussi pouziti na nasledujicim prikladu: Urcéete délky vsech stran pravo-
ihlého trojihelniku ABC s pravym thlem pfi vrcholu C, vite-li, Ze pfi bézném znaceni (proti
vrcholu A je strana a a thel pfi ném je «, stejnym zpusobem i pro ostatni vrcholy, strany
a thly) 8 =60° a |AB| = 6. Z definice sinu plati

|AC|
[4B|”
|AC| = |AB|sin 3,

sin 8 =

o 3
|AC| = 6 - sin60° = 6 - % =3v3.
Zbyvajici stranu muzeme dopocitat pomoci Pythagorovy véty, my vsak pouzijeme opét trigo-
nometrii.
Protoze

a+fB+~v=180°,
tak

a =180 —~v— 3 =180° —90° — 60° = 30°,
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Pro sinus dhlu « plati

sina = 7|BC|
|AB|”
|BC| = |AB|sina,
BC :6-Sin30°:6-l:3.
2

Trojthelnik ABC ma4 tedy strany délky 6; 3 a 3v/3.

Rozsiteni na obecny trojiihelnik

Trigonometrické funkce se daji pouzivat kromé pravouhlého i v obecném trojihelniku. Toto
zobecnéni s sebou prindsi nutnost rozsiteni definiéniho oboru i na tupé thly (tedy na inter-
val [0; ]).
Abychom mohli dopocitavat délky stran v libovolném trojihelniku, budeme potiebovat znét
nové trigonometrické identity, jimiz jsou sinova a kosinova véta. Pfi bézném znaceni plati
e sinova véta
a sina b _sinf c _ siny

b sinf’ ¢ sinvy’ a sina’

o kosinova véta

S
Il

b2 + % — 2bccos
b =a® + ¢ — 2accos 8,

A=ad>+b - 2abcosy .

Vsimnéme si, ze jestlize bude trojihlenik ABC pravouhly s pravym thlem p#i vrcholu C,
prechézi tfeti rovnice do tvaru Pythagorovy véty ¢ = a® + b* (protoze cos(rn/2) = 0).

Zavedeni goniometrickych funkci

Jestlize definujeme goniometrické funkce pomoci tzv. jednotkové kruznice?, miizeme déle roz-
§i¥it definiéni obor téchto funkei®. Takto definované funkce jedné proménné nachézeji Siroké
uplatnéni napii¢ matematikou, fyzikou a jinymi obory. Na dalSich fadcich popiSeme nékteré
vlastnosti jednotlivych funkci na rozsiteném defini¢nim oboru:

Sinus a kosinus tyto dvé funkce maji velmi podobné vlastnosti, do obou mizeme dosadit
jakékoli ¢islo, obé vam na vystupu daji ¢islo od —1 do 1. Obé jsou to periodické funkce s peri-
odou 2n. Pokud tedy do funkci dosadime thel o libolny nasobek 2 vétsi, dostaneme to samé
¢islo. Plati tedy pro né vztahy sin (z + 2kn) = sin(x) a cos (x 4+ 2kn) = cos(z), k je libovolné
celé ¢islo. Sinus je lichd funkce, symbolicky tedy sin(—x) = — sin(z), zatimco kosinus je funkce
sudé, tedy cos(—z) = cos(z).

Tangens je definovany jako podil sinu a kosinu. V matematice nemuzeme délit nulou, proto
tangens existuje jenom v bodech z, pro které cos(xz) # 0. Nemuzeme tedy dosazovat uhly n/2,
3n/2, 5n/2 atd. Funkce na vystupu ddva vSechna redlnd éisla, tedy i vétsi jako 1 nebo mensi
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Obr. 2: Sinusoida

COS ¢

180°

v

—90° 0° 90° 270° o

Obr. 3: Kosinusoida

jako —1. Jedn4 se o lichou periodickou funkci (perioda je ©): tg(—z) = —tg(z), tg(x + kn) =
= tg(z).

Kotangens je definovany jako podil kosinu a sinu, proto musi platit sin(z) # 0. Mizeme
dosazovat tedy cokoliv s vyjimmkou vsech nasobkt ihlu nt. Stejné jako tangens nam da jakékoliv
¢islo a je to také lichd a periodickd funkce: cotg(—z) = — cotg(z) a cotg (z + kn) = cotg(z).

Cyklometrické funkce

Dosud jsme Fesili pouze problém hleddn{ funkéni hodnoty pro dany thel, naptiklad sin(30°) = 7.
Co kdyz ale mame danou pouze onu funkéni hodnotu a mame zjistit, kterému hlu nalezi —
kupftikladu sin(z) = 0,5; x =?. K tomuto tcelu slouzeji pravé cyklometrické funkce, které jsou
jen jinym oznacenim pro inverzni funkce ke goniometrickym funkcim (tzn., ze do nich ,,hodime*
jinak funkéni hodnotu a ,vypadne“ z nf hodnota ihlu). Slovni oznacen{ jsou arkussinus (arcsin),
arkuskosinus (arccos), arkustangens (arctg) a arkuskotangens (arccotg). Na kalkulackdch se
z diivodu tspory mista setkdme spiSe s oznacenim sin™', cos™* apod., neplette si toto oznadeni
s mocninami, nejedné se o prevracené hodnoty goniometrickych funkci.

Jedné hodnoté sinu a kosinu pfipada nekonec¢né mnoho 1hld, pricemz thel, ktery patii do
intervalu [0°;360°] = [0; 2] nazyvame dhlem zdkladnim.

2Pro zéjemce http://cs.wikipedia.org/wiki/Jednotkova_kruznice
3Definiéni obor je mnozina viech &sel, které mizeme do funkce dosadit.
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A

tga

—180° —90° 90° 180°
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A

Obr. 4: Tangenta

Zakladni goniometrické vzorce
Pri riznych vypoctech se jisté setkdte s nutnosti zjednodusit néjaky hruzostrasné vypadajici
vyraz. K tomu vam jisté pfijdou vhod nasledujici identity.
sina + cos’a =1 R
sin(aw+ B) =sinacos f + cosasin 3,

cos(a+ B) = cosacos B Fsinasinf.

Pokud vas budou zajimat dalsi vztahy, tieba pro tangens, nevahejte a najdéte si je.

Fyzikalni aplikace

Goniometrické vzorce nachazi uplatnéni, jak jiz bylo feceno, napfi¢ celou matematikou, fyzikou
a technickymi obory. Pri feseni tohoto seminare se jisté setkate s témito funkcemi pri skladani
sil (obecné pfi praci s vektory), zminime kupfikladu rozklad sil na naklonéné roviné atd. Gonio-
metrické funkce se pouzivaji pti popisu kmitavého pohybu, elektromegnetického vinéni. . . Jejich
pouziti je nesmirné Siroké.

Fyzikalni korespondenéni seminaf je organizovan studenty MFF UK. Je zastfesen Oddélenim
pro vnéjsi vztahy a propagaci MFF UK a podporovan Ustavem teoretické fyziky
MFF UK, jeho zaméstnanci a Jednotou Ceskych matematiku a fyziku.

Toto dilo je sifeno pod licenci Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported.
Pro zobrazeni kopie této licence, navstivte http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/.
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