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Uloha IX.2 ... Netypicky hod minci 10 bodu; (chybi statistiky)
Ales se jednoho letniho dne vydal na vylet na nedaleky hrad, dokonce se _ Q}
i odhodlal vystoupat na jeho véz. Kdyz si uzival krasny vyhled, napadlo P g
ho, za jak dlouho by asi na zem dopadla mince, kdyby ji z vrcholku véze .

e

/
pustil. Hazet cokoliv z véze je ale samozrejmé prisné zakdzano, a tak to (\{;’d\ /
nemohl vyzkouset. Pomozte Alesovi zodpovédét tuto otazku, aby si mohl r"’l
nerusené uzivat vyhlidku. Predpokladejte, ze véz je vysoka asi 50 m a Ales /

z véze pousti jednu korunu. Zapocitejte i odpor vzduchu, ktery lze pro tuto

situaci urcit jako

F:% IpSv27

kde p je hustota vzduchu, v je rychlost pohybu mince, S je plocha kolma na smér pohybu a C, je
tzv. ¢initel odporu, ktery se lisi v zdvislosti na tvaru télesa.

Ndpovéda: Dobu padu se vim nejspise nepodarii urcit uiplné presné. Moh-

lo by se vam ji vsak podarit pomérné presné odhadnout, pokud vyuzijete

treba tabulkovy procesor (napr. Excel), v némz budete moct pohyb simu-

lovat.

Zamysleme se nad slozitosti celé situace. Kdyz Ales upusti minci z ruky, zacne v dusledku
pusobeni tihové sily padat smérem dolu zrychlenym pohybem. Ve zrychlovani ji naopak brzdi
sila odporu vzduchu, kterd ovSem zavisi na rychlosti! Konkrétné mame zadany Newtonuv vztah

1
F:§ xpS'UQ.

Odporova sila je tedy velmi malé, dokud mince padd pomalu. Postupem casu vsak roste a zacne
pohyb mince ovliviiovat zdsadnim zpusobem. Zrychleni mince se tedy v pribéhu ¢asu méni a pro
vypocet doby paddu nemuzeme pouzit zddné vzorecky zndmé ze zakladni skoly.

Zapiseme si tedy celou situaci do rovnice. Z Newtonovych zdkontu vime, ze vyslednd sila
pusobici na minci smérem dolu je rovna soucinu zrychleni mince a jeji hmotnosti

1
ma =mg — ECIPS’UQ ,

kde odporova sila mé zaporné znaménko, nebot pusobi opaénym smérem nez tihova sila. Rovnici
vydélime hmotnosti a dostaneme

o Csz 2
2m ’
Hodnoty parametrii
V rovnici pro a je urcité konstantni tihové zrychleni ¢ = 9,8 m-s~2, hustota vzduchu p =

=1,2kg-m™? (pfi teploté 20 °C) a hmotnost jedné koruny m = 3,6 g. Okomentovali jsme, Ze se
v prubéhu padu urcité méni rychlost mince i jeji zrychleni. Pro nds zatim nezndmym zpusobem,
to mame za tkol zjistit.

Prekvapivé se do nejvétsich tézkosti dostdvame pfi urcovani odporového koeficientu Cj
a plochy mince kolmé na smér pohybu S. Nevime totiz vibec nic o natoceni mince. Vypoci-
tat odporovy koeficient libovolného télesa je nesmirné komplikované, mtuzeme se vsak spokojit
s tim, ze si koeficienty najdeme na internetu. Naptiklad na Wikipedii® se dozvime, ze pokud

thttps://en.wikipedia.org/wiki/Drag_coefficient
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mince padd kruhovou podstavou smérem dolu (v této situaci je plocha S nejvétsi) i pokud pada
véalcovym plastém napred (tehdy je S nejmensi) je koeficient ptiblizné roven Cy = 1,2. Pro
ostatni orientace jiz Wikipedie koeficienty neuvadi, na zakladé hodnot pro ostatni geometrické
tvary vsak muzeme uvazovat, ze bude blizky 1,2, tj. C2 ~ 1,2.

Podobné spocitat plochu mince pro libovolnou orientaci je velmi obtizné. Alespon pro hra-
ni¢ni pripady mame nejvétsi plochu — plochu kruhu s polomérem podstavy mince » = 10 mm:

Smax - 1'[7'2 =314 mm2 .

Minimalni plocha je, kdyZ mince padd otocend o 90°, pak je to plocha obdélnika se strana-
mi 2r = 20mm a A = 1,9 mm, coz je vyska mince. Odtud dostaneme

Smin = 2rh = 38 mm? .

Pro ostatni orientace se pokusime alespon o priblizny vztah. Napred uvazime, jak se plocha
podstavy méni v zavislosti na dhlu oto¢eni a (dhel normaly k ploSe vuéi vertikdlnimu sméru)

S = Smax - [cosa| = 2 |cosal ,

vidime, Ze tento vzorec urcité selhava, pokud je S < Smin. Toto selhani se pokusime zpétné
opravit tim, ze k S pficteme Smin - [sin e, jinymi slovy aproximujeme pldst mince obdélnikem.
Tato aproximace bude fungovat dobfe, pokud bude vyska mince mala, coz pro nas sedi. Celkem
tedy mame

S, &~ wr? |cos al + 2rh|sinal .

Uvahy o reseni
Jesté nez se pustime do feseni nasi pohybové rovnice
CIPS 2
a=g— ——v°,
2m

je dobré se zamyslet, co od vysledku ocekavat a pripadné jak si situaci zjednodusit. Z rovnice
napiiklad vidime, ze a < g pro v # 0, tedy doba padu mince bude urcité delsi, nez pokud
bychom odpor zanedbali. Pfi zanedbani odporu dostaneme

1 2s .
s:fgtg = to= —823725,
2 V g

kde s = 50m je vyska véze. Doba to = 3,2s je tedy jakysi dolni odhad. Pokud by ndm pii
dalsich vypoctech nékdy vysla kratsi doba padu, tak rovnou vime, zZe jsme néco udélali Spatné.
Jak moc je to vzdéalené od skutecné doby padu? Kdyz upravime odporovy ¢len
CszUQ _ CIPS '02
2m 2ptélesav

odpor = ,
tak vidime, ze odpor mé slabsi G¢inky na télesa s vysokou hustotou. Pokud bychom porovnali
napiiklad minci a padajici list ze stromu, tak mince spadne urc¢ité mnohem rychleji. P¥i malych
rychlostech — a tedy pri kratké dobé padu — je pro velmi husta télesa vliv odporu slaby. Vzhledem
k tomu, ze mince ma pomérné vysokou hustotu a pad neni prilis dlouhy, mizeme dobu tg = 3,2
povazovat za priblizné feSeni nasi tlohy.
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Pojdme se presto pokusit o presnéjsi reseni. Z predchoziho odstavce vime, ze pokud se mince
neotaci a zaroven pada bud s podstavou kolmo na smér pohybu, nebo s podstavou podél sméru
pohybu, tak zname vSechny potifebné parametry. Zbyva jen nalézt feseni pohybové rovnice.

Je vsak to, Ze se mince neotaci, opodstatnény predpoklad? Mince je vhodnym zptsobem
symetricka. Pokud pada s libovolnou orientaci, tak je geometricky stied jeji plochy pfi pohledu
nijak neroztaci (toto pochopitelné plati jen dokud plati Newtonuv, pfipadné Stokestuv vztah pro
odpor, obecné je pusoben{ vzduchu na pohybujici se télesa velmi komplikovanou zédlezitosti).
Tento fakt si muzete sami vyzkousSet, kdyz minci na zacatku velmi opatrné pustite tak, Ze se
nebude otadet, pak se pii padu neroztodl. Reseni, které nalezneme pro tyto predpoklady, tedy
budeme povazovat za dostatecné presné ve specidlnich pripadech.

Jediny problém je, ze dosdhnout toho, aby se mince pfi pusténi z véze neroztocila, jde
jen velmi tézko. Uvédomme si, ze dvé zminénd feseni pro predpoklad neotacejici se mince
jsou vlastné feseni pro miniméalni a maximalni odpor. Pokud mince pada podstavou napied,
je plocha S nejvétsi, a tedy i odpor nejvétsi. A kdyz je podstava pii pddu natocena svisle,
je odpor naopak nejmensi. Nalezenim dob padu pro tyto dvé varianty tedy dostaneme horni
i dolni odhad pro minci padajici libovolnym zptsobem! Skuteénd doba pddu mince pak bude
vzdy lezet v intervalu (tmin, tmax)-

Ulohu se pokusime jesté vyresit i za predpokladu, kdy se mince otaci konstantni thlovou
rychlosti. Pro tento piipad jsme v predchozi sekci nalezli ptiblizné vztahy pro odporovy koe-
ficient Co =~ 1,2 a kolmou plochu S, = nr?|cosa| + 2rh|sinal, kde a = 2rnft, pficemz f je
frekvence otaceni mince. Pti feseni za téchto predpokladi si musime dét pozor na tfi véci.
Zaprvé je nyni pohybova rovnice jesté komplikovanéjsi. Zadruhé ve skutecnosti viibec nevime,
jestli Newtoniv vztah pro odpor plati i pro otacejici se télesa. Minimalné pro pomalu otacejici
se minci to vSak zjevné lze uvazovat. A zatreti, vztahy pro Cs i S, jsou pouze pfiblizné. Na
nalezené teseni je tedy treba pohlizet s ,vétsi rezervou“ nez na ostatni reseni.

Reseni dlohy
Budeme hledat feseni pro tfi ruzné situace: pro minimélni odpor, pro maximélni odpor a pfi-

blizné feseni pro otacejici se minci. Ve vsech pripadech je to stejné rovnice

a=g-— 701'051;2
- g 2m ’
lisi se pouze hodnoty nékterych parametri. Ty, které jsou nezavislé na predpokladech, jsou

uvedeny v tabulce [l, a parametry, které zavisi na konkrétnim reseni, jsou v tabulce .

g P m r h
98m-s~2 12kg-m™2 3,6g 10mm 1,9mm

Tab. 1: Konstantni parametry

Nyni jiz mame vse nachystané, abychom mohli nalézt dobu padu. Chceme zjistit, jak se vyviji
poloha mince y v zavislosti na Case t, kdyz v ¢ase t = 0s je mince ve vysSce 50m a rychlost
mince je v(0) = Om-s~!. Alespon pro piipady bez otéceni lze najit explicitni vzoreéek pro
polohu mince v libovolném éase y(t). To vSak vyzaduje velmi pokrocilé znalosti matematiky,
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Cy S
Minimalni odpor 1,2 2rh
Maximalni odpor 1,2 nr?

Resen{ s otddenim =~ 1,2 = nr?|cos(2nft)| + 2rh [sin(2rft)]

Tab. 2: Proménné parametry

proto se mu vyhneme. Misto toho si vezmeme na pomoc pocitac. Jinymi slovy, nalezneme
priblizné numerické resen.

Jak takové feseni hledat? Predstavme si, ze presné zndme rychlost néjaké castice v kazdém
okamziku a chceme spocitat, jakou castice urazila drahu. Vime, ze pokud by rychlost byla
konstantni, tak je drdha s = vt. Pokud se rychlost méni néjakym komplikovanym zptisobem,
tak mame problém, vzdy se vSak muzeme pokusit tu drahu odhadnout.

Jak na to? Piedstavme si, e na zadétku pohybu mé &astice rychlost napiiklad 10 m-s™?,
ktera se v pribéhu casu méni. Pokud se vSak neméni moc rychle, naptiklad kdyz se po jedné
sekundé zméni jen o 0,1 m-s~*, tak miZeme urazenou drdhu odhadnout tak, Ze prosté fekneme,
7e se po dobu oné jedné sekundy pohybovala konstantnimi 10m-s~! a v druhé sekundé uz
budeme uvazovat 10,1 m-s~* atd. Timto zptisobem ziskdme jednoduchy odhad urazené drahy.
Odhad bude tim ptresnéjsi, ¢im kratsi intervaly zvolime. Napfiklad pokud bychom zvolili tisicinu
sekundy, tak se uz rychlost zméni jen velmi mélo a méame presnéjsi vysledek.

Jediny problém s touto metodou je, ze musime provést velké mnozstvi matematickych vypo-
¢t (metoda je totiz tim presnéjsi, ¢im vice vypoéti provedeme). A zde ndm pravé prichdzi na
pomoc pocitac. Pokud by mél ¢lovék jen s pomoci kalkulacky provést napriklad milion vypocti,
trvalo by mu to velmi dlouho, pocitac¢ to vsak zvladne ve zlomku sekundy.

Dodejme, Ze popsanid numerickd metoda je ta nejjednodussi mozna a zaroven i nejméné
presna. Existuji i mnohem presnéjsi, za kterymi je ovSem pochopitelné schovana komplikovanéjsi
matematickd teorie nez ta, kterou jsme zde popsali v jednom odstavci.

Dale si uvédomme, ze v nasi iloze je situace ponékud komplikovanéjsi. Nezndme totiz rych-
lost castice v libovolny okamzik, médme vsSak vzorecek, kterym zvlddneme spocitat zrychleni,
pokud znéame rychlost. Aplikujeme tedy nagi tivahu jak na urazenou dréhu, tak na velikost
rychlosti. Tedy vzdy béhem kratkého intervalu (napriklad tisiciny sekundy) budeme uvazovat,
ze je rychlost konstantni a spocitame drahu. Zaroven také budeme uvazovat, ze je zrychle-
ni konstantni, a spocitime zménu rychlostiE. Takto budeme postupovat, dokud celkova draha
nedosédhne 50 m (vyska véze). Pak se jen podivime na Cas a jsme hotovi.

Pojdme cely postup matematizovat. Cas si rozdélime na intervaly At, napiiklad At = 0,001 s
a intervaly ocislujeme prirozenymi ¢isly n. Pokud bude tedy ¢as napriklad n = 100, tak bude

celkova uplynuld doba 0,1s. V ¢ase n = 0 zndme polohu i rychlost
y(t=0)=yo=0m
v(t=0)=vyo=0m=s .

A zrychleni spocitame z pohybové rovnice

2
ao =9 — om Vo

2Zde bychom postup mohli zpfesnit napfiklad tak, ze bychom pohyb b&hem kratkého okamziku povazovali
za rovnomeérné zrychleny, celd dloha je vsak uz i tak dost komplikovana, takze se tomu vyhneme.
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tedy ap = ¢g. Urazend draha i rychlost v ¢ase n = 1 potom podle pfedchozich tivah bude

Y1 = Yo + vo - At

v1 = vo + ao - At,
a zrychleni a; opét dopocitdme z pohybové rovnice atd. Uvazujme napied feSeni bez otaceni,
pak jsou C, i S konstantni. Pro tento ptipad zvladneme jednoduse napsat rovnice pro vypocet

polohy i rychlosti v ¢ase n + 1 ze znalosti yn, vn & an. Zrychleni a,+1 dopocitame po vypoctu
rychlosti vp41.

Yn+1 = Yn + Un * At

Un+1 = Un + Qp * At

a — _ Clpsmin,max U2

n+1 g 2m n+1 -
Pro ptipad s otacejici se minci musime vzit v tivahu, Ze se plocha S méni v case jako
S(t) = nr? |cos(2nft)| + 2rh |sin(2nft)]
odkud mame
Spi1 = 1 |cos (2nftns1)| + 2rh |sin (2nftnt1)] -

Celkem pak pro otacejici se minci dostaneme

Ynt1 = Yn + vn - Al
Unt1 = Un + apn - At

C .
Qnt1 =9 — Qimpviﬂ . (m"2 |cos (2 ftn+1)| + 2rh |sin (2nftn+1)|) .

Reseni pomoci Excelu

Rovnice odvozené v predchozim odstavci jsou v idedlnim tvaru, aby Sly vypocty provadét v Ex-
celu. Popiseme nyni, jak si Excel nastavit, aby provedl vsechny vypocty ,,za nas“. Podrobné se
budeme zabyvat pripadem maximélniho odporu. Popsany postup ptjde s mensimi modifikacemi
aplikovat i na zbylé moznosti.

Zvolime si naptiklad, ze sloupecky A, B, C, D budou pro ¢as, polohu, rychlost a zrychleni.
Zacneme tim, ze vyplnime prvni fadek, ktery odpovidéd ¢asu t = 0, jsou to tedy tzv. pocdtecni
podminky. Médme A1 = B1 = C1 =0 a D1 = 9,8. Poté musime Excelu Fici, jak vyplnit druhy
radek. V duchu predchozich rovnic dostaneme

A2 = A1+ 0,001
B2 = B1 + C1-0,001
C2=C1+D1-0,001.
Pro vypocet zrychleni bychom si mohli jednotlivé parametry z tabulek E] a E napsat do bunék

v Excelu. Pro rychlejsi vypocty je vSak vyhodnéjsi si hned na zac¢datku vypocitat koeficient pred
2 v, “
vy, Ciselné

Cl pSmax

= 0,0628
2m ’ ’
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¢iselny vysledek je pochopitelné v zdkladnich jednotkach. Vzorec pro D2 pak je
D2 =19,8-0,0628 - C2 A 2.

Jediné, co nyni zbyva, je oznacit prvni ¢tyti bunky v druhém fadku a mysi tdhnout dolu. Excel
pak zacne automaticky vyplnovat vsechny fadky pomoci stejnych rovnic a tim pddem nam
dopocitavat polohu, rychlost a zrychleni v pozdéjsich ¢asech. Kdyz mysi dojedeme az k radku
¢islo 5000, tak zjistime, ze draha uz presdhla 50m. Musime se tedy vratit nahoru a najit
bunku, ve které je poloha nejblize 50 m, coz je bunka s ¢islem B4887. Mame tedy, Ze pro pripad
maximalntho odporu bude pad mince trvat ptiblizné ¢t; = 4,9s.

Pro pfipad s minimalnim odporem musime vzorec pro D2 zménit na:

D2=9,.8—0,0076-C2A2.
Aplikovanim této zmény dostaneme, ze 50 m urazi mince za dobu t3; = 3,6s. No a pro pripad
mince, kterd se otaci napriklad frekvenci f = 1 Hz mame
D2 =9,8 —0,0628 * C2 A 2+ ABS(COS(2 % PI() * 1% A2))—
—0,0076 x C2 A 2% ABS(SIN(2 % PI() %1 A2)).

Odkud nalezneme dobu t3 = 4,6 s pro frekvenci 1 Hz. Kdyz zkusime frekvenci zménit naptiklad
na 2 Hz, nebo 0,5 Hz, dostaneme porad priblizné stejny vysledek.

Presnéjsi metody a komentare

Provedli jsme nékolik numerickych vypocta pomoci Excelu, vysledky jsou uvedeny v tabulce E
Vsimnéme si, ze jsme tentokrat hodnoty nezaokrouhlili, to bude mit vyznam za chvili, pti po-
rovnavani presnosti vypoctu. Fyzikalni vyznam pro nds maji hodnoty zaokrouhlené na 2 platné
Cislice, protoze se stejnou presnosti jsme znali parametry tlohy (hmotnost mince, odporovy
koeficient atd.).

Tab. 3: Vysledky vypoctu a simulaci

Doba padu Excel Doba padu Python

Minimalni odpor 3,400 3,400
Maximalni odpor 4,886 4,885s
Otéacenti s frekvenci 0,2 Hz 4,347s 4,346 s
Otéceni s frekvenci 1 Hz 4,420 s 4,420 s
Otéaceni s frekvenci 5 Hz 4,423 s 4,423 s
Zanedbéani odporu 3,194s

Jak bylo zminéno, pouzitd numerickd metoda je v porovnani s nékterymi jinymi pomérné
nepresnd a casovy krok At = 0,001s je stdle pomérné velky. Proto byly pro zajimavost jesté
vSechny vypocty provedeny s pomoci programovaciho jazyka Python. Python mé v knihovné
scipy predprogramované velmi sofistikované numerické metody na feSeni tohoto typu rovnic.
Vysledky, které nam vrati, tedy mizeme povazovat za velmi presné.

Doby padu vypocitané pomoci Pythonu jsou uvedeny pro srovnani rovnéz v tabulce E
Vsimnéme si, ze se vysledky prakticky nelisi od téch, které nam vratil Excel. Je to proto, ze
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nase rovnice je stale pomérné jednoduchd, a feSeni se chova stabilné. Zrychleni se totiz moc
rychle neméni a navic zavisi pouze na rychlosti, ne na poloze. Pokud bychom chtéli napriklad
pocitat pohyb planety kolem Slunce, kde sila zavisi na vzdalenosti od Slunce, tak by nepresnosti
byly vétsi.

Okomentujme jesté nase vysledky. Vidime, Ze feseni s minimalnim odporem, kdy mince
padéd s podstavou rovnobézné se smérem pohybu, se od vypoctu bez odporu lisi jen velmi
malo. Naopak pri pohybu s maximalnim odporem pada skoro o polovinu déle. Doba padu tedy
uz pri vysce 50 m velmi zavisi na orientaci mince. Zaroven pro tato dvé feSeni zname vsechny
parametry pomérné presné a Newtonuv odporovy vzorec urcité funguje. Vime tedy, ze skutec¢né
doba pddu mince bude s velkou pravdépodobnosti lezet v intervalu (3,4s,4,95s).

Déle jsme nalezli i pfiblizné feseni pro otécejici se minci. Zde jsme se pokusili oduvodnit,
ze diky symetrii se bude mince otacet s priblizné konstantni frekvenci, odhadli jsme hodnotu
odporového koeficientu a velikost prifezu mince kolmého na smér pohybu. Predpokladali jsme,
ze Newtonuv vztah stile plati. Zjistili jsme, ze doba padu za téchto predpokladu zavisi na
frekvenci otdceni mince jen velmi méalo. To pravdépodobné plyne z toho, Ze doba padu mince
zdvisi pfedev§im na tom, jak dlouho je natocena uréitym smérem (tj. jestli déle pada s odporem
blizkym k maximélnimu, nebo k minimélnimu). Pro dostate¢né vysokou frekvenci otdceni vSak
bude zanedbatelné to, Ze mince skondf jinak natocend nez na pocatku. Cas, ktery mince stravi
natocena do raznych sméri, tak nebude zcela stejny. V disledku tohoto jiz poté dalsi zvysSovani
frekvence nebude mit prilis velky vliv na dobu padu.

Zjistili jsme, ze doba padu mince otacejici se rychlosti mezi jednou otackou za 5s po 5 otacek
za sekundu bude s nejvétsi pravdépodobnosti rovna piiblizné 4,4 s. Tento rozsah frekvenci dobre
pokryva mozné rychlosti rotace volné pusténé mince, mizeme tedy 4,4s prohlasit za nejlepsi
odhad doby pddu jednokorunové mince z 50 metrové véze. Nyni uz nam pouze zbyva najit
vhodnou véz, vylézt na ni a nase vysledky experimentalné ovérit.

Jirt Kohl
jirkak@vyfuk.mff.cuni.cz
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