Korespondencni inaF MFF UK pro zakladni skoly roc¢nik XI ¢islo 5/7

v\i\volv.‘(:\/
-(:YZ.il(aflnfCh

ukolG

Mili kamaradi,

do rukou se vam dostava patd brozurka letosniho ro¢niku Vyfuku. Najdete v ni zadani dalsi
série, ve které se miZete t&sit na tlohy o t&zbé uhli nebo o rychlosti rotace Zemé. Ceké na vas
také na paté Vyfucteni vénované hudbé a jejimu propojeni s fyzikou. Naleznete zde i vzorova
feseni 3. série a prubézné poradi po ni.

V nejblizsi dobé nas také ¢ekd druhy rocnik Vyfuciho Kyber Koncilu, ktery probéhne o vi-
kendu 12. a 13. brezna na Discordu. Pokud méte cas, nevahejte se prihlasit. Dalsi akei je i letni
tabor, ktery probéhne 24. ervence az 6. srpna v Dobré Vodé u TrebiCe. Zatim méame na tabote
mista dost, tak pokud vite i o néjakych kamaradech, ktefi by mohli mit zajem, urc¢ité jim dejte
veédét.

Daéle jesté pripomindame, Ze i tento ro¢nik méa Vyfuci bingo, kde muzete plnénim tkolu
souvisejicich s fesenim Vyfuku ziskat rizné ceny, tak ndm poslete vase vyplnéné tabulky.

Organizdtori
vyfuk@vyfuk.mff.cuni.cz
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- Zadani V. série gﬁ@ .
&S )
& \ *
Termin odeslani- 4. 4. 2022 20.00
Uloha V.1 ... WEGO ® @ 5 bodii

Anicka, Bétka, Cilka, David, Eva, Fanda, Gita, Hanka, Ivan a Jarda sedéli €
v kruhu (v tomto pofadi) a hrali hru WEGO. Ta spoc¢ivd v tom, ze hraci g = IS
po fadé rikaji ¢isla a pokazdé, kdyz by mélo zaznit cislo 7, jeho nésobek 2@) ig?
nebo ¢islo, které ve svém desitkovém zdpisu obsahuje cislici 7, danad osoba & @
fekne ,\WEGO* a méni se smér hry. Tedy naptiklad pokud by Bétka fekla 6, 6‘7%@_
tekne Cilka ,WEGO* a Bétka pokracuje ¢islem 8. Pokud s jednickou zac¢inala

Anicka a po ni hraje Bétka, jaké prvni ¢islo fekne Hanka?

HaNE

matfyz


mailto:vyfuk@vyfuk.mff.cuni.cz
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Uloha V.2 ... Zajimava ¢isla ® @ © © 5 bodi

Kacka méla fadu ndhodnych trojcifernych ¢isel a protoze neméla co délat, zacala je blize zkou-
mat. Vsimla si, ze hodné téchto ¢isel je zajimavych. Zajimavé Cislo je pro Kacku takové, které
ma praveé dvé cifry stejné. Kolik procent takovych ¢isel bude? Jak se situace zméni, kdyz bude
Kacka sledovat zajimavost posledni trojice péticiferného ¢isla?

Uloha V.3 ... Blizka setkdni matfyziho druhu ® @ © © 6 bodi

Bétka se v Praze rozhodla, ze zajede navstivit Anezku, kterd se nachazela v Brné. Tato mésta
jsou vzdalend 215km. Bétcéina primérna rychlost se konstantné zrychlovala po dobu 30 min,
poté se ustélila na 120km-h~!. AneZka ale hofela nedockavosti, a tak se ji pfesné 20 min po-
té, co Bétka vyjela z Prahy, vydala naproti rychlosti 90km-h~!. Chtéji se potkat tak, aby
na misté setkdni mély obé nulovou rychlost a dorazily zaroven. Bétka proto zacala brzdit se
zrychlenim —7200km-h™2 v momenté, kdy byly od sebe vzdédleny 2km a Anezka na zikladé
toho upravila svoji jizdu tak, aby na sebe nemusely cekat. Urcete, kde a za jak dlouho se obé
organizatorky potkaji.

UlochaV.d ... Yeet ® @ © © 6 bodt

Jak rychle by se musela otacet Zemé, abychom z ni odletéli? Jinymi slovy, jakd by musela byt
rychlost jeji rotace, aby odstredivé sily prekonaly gravita¢ni silu na jejim povrchu? Pocitejte,
ze Zemé je dokonalou homogenni kouli, na jejimz rovniku stojime a kterd rotuje podle osy pélu
a jejiz gravitacni zrychleni je neménné. Polomér a hmotnost Zemé je pak také konstantni —
poéitejte s hodnotami r = 6371km a M = 5,972 - 10** kg. Vysledek vyjddiete pomoci hmot-
nosti Zemé (tj. neodkazujte se pouze na zndmou hodnotu gravitaéniho zrychlen{) a nésledné
rychlost vyjddiete jako rychlost Zemé na rovniku (napf. v km-hfl)7 ale i v dobé trvani jednoho
dne.

Uloha V.5 ... Uhli patii pod zem ® @ ® © %

Lubor jednoho zimniho vecera odpocival u krbu a sledoval, jak v ném hoiti
uhelné brikety. Zamyslel se pri tom, jakym zptisobem se vlastné tézi uhli a jak
asi bylo hluboko pod zemi. Predstavte si tedy hlubinny dul s hloubkou A metru,
ve kterém se tézi uhli. Cerné uhli ma primérnou vyhievnost 25 MJ-kg™*.

1. Spocitejte, jaka by byla teoreticky maximalni hloubka dolu, aby se vyplatilo uhli tézit jako
zdroj energie (tj. aby vytéZzend energie byla vétsi nez energie spotfebovand na tézbu). Uhl{
jsme schopni dopravovat z dolu s 10% tuéinnosti a na vytézeni 1kg paliva spotfebujeme
energii 500 kJ.

2. Doly vsak vétsinou byvaji zatopené spodni vodou a tuto vodu je nutné odcCerpédvat, aby
mohla probihat tézba. Urcete, jak se zméni maximélni hloubka dolu h, jestlize budeme
uvazovat, ze na kazdy vytézeny kilogram uhli je potfeba odcerpat 10 kilogrami vody
a U¢innost Cerpani je 5 %.

Zkuste porovnat své vysledky s redlnou hloubkou nékterych doli a zamyslete se, z jakych
divodi se tyto hodnoty lisi.
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Uloha V.E ... Mérna tepelna kapacita brambor ® @ © © 7 bodii
Zmeétte co nejpresnéji mérnou tepelnou kapacitu brambor. Pokus nékolikrat zopakujte a zkuste
odhadnout nejistotu svého méreni. Postup méfeni nechdme ¢isté na véas, nezapomente ho vsak
detailné popsat a uvést vsechny potiebné okolnosti, jako napiiklad varny typ brambor.

Uloha V.V ... Virtuéz ® @ © © 7 bodi

Vyfuéek hral na klavir a jelikoz toho moc neumél, hral stile dokola

pouze dva intervaly — prvni tvorily téony C a D, druhy C a E. Jeden @

z intervali mu ale pripadal konsonantnéjsi a rozhodl se to ovérit. Ktery gg"'ﬁ
N VoW

z nich to bude? Zkuste jej nejprve odhadnout a az poté dokdzat/popfit.
Predpokladejte, ze je klavir ¢isté ladény na C.

Vyfuckovi se interval zalibil a rozhodl se z néj udélat co mozné nej-

konsonantnéjsi akord. Jaky tén Vyfucek pridal? Na jaké vyssi harmo-
nické frekvenci budou vsechny tii tony akordu splyvat? Akord pied-
poklddejte v rdmci jedné oktavy (tj. od C do H véetné). Tén C mé
frekvenci fo = 528 Hz.
Bonus:  Vyfuckovi vSak délalo problém na klaviru spravny tén najit a rozzlobené triskl do
klaviru na vSechny tii noty nardz tak, ze se mu konecné povedlo zahrat spravny akord. Tény
vyznély tak silné, az to vylekalo kocku spici d = 30m od klaviru. Kolik decibelt kocka slysela,
jestlize struny jedné klavesy maji vykon priblizné P = 20 W?

% % Vyfucteni: Hudebni teorie
A=A

Uvod

V tomto Vyfucteni se budeme zabyvat hudbou, oblasti mozné na prvni pohled fyzice vzdalenou.
Vskutku, na hudbé je do velké miry dilezity jeji spolecensky aspekt, ke kterému se zde jako fyzici
moc nemuzeme vyjadrit. Co ale komentovat miZeme, je spojeni hudby s akustikou, kmitavym
pohybem a nasim vniménim zvuku. Timto propojenim se mimo jiné zabyvaly jiz civilizace pred
antickym Reckem, ¢im# polozily zéklady hudebni teorie.

7 duvodu takto nestandardniho tématu jsme se rozhodli Vyfucteni trochu prodlouzit. Chtéli
jsme téma probrat v Uplnosti tak, aby Vyfucteni tvofilo uceleny kus. K vyfeseni seridlové tlohy
nicméné bude zcela stacit, pokud si prectete pouze pocatecni témata Vyfucteni, pokracovdni
je urceno spis§ pro zajemce. Stejné tak se ve Vyfucten{ vyskytnou goniometrické funkce (sinus)
a logaritmus: k pochopeni smyslu textu neni tfeba znat jejich presnou definici.

Podstatou a zdkladnim stavebnim materidlem v hudebni teorii jsou tony. Jejich souzvuky
a stfidanim, omezenymi urcitymi pravidly, pak vznika hudba, jakou zname. Nejprve si tedy
definujme tén.

Tén
Definice ténu s sebou prinasi néktera tskali, ale pro jeji zjednodusenou podobu ndm bude stacit

si predstavit napnutou strunu na kytate. Pfi jejim vychyleni z klidové polohy a nésledném
pusténi zacne struna kmitat frekvenci fo, kterou budeme oznacovat jako zdkladni frekvenci.
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Pohyb struny poté se stejnou frekvenci rozkmitavé okolni prostiedi (ve vétsiné ptipadu se jedna
o vzduch) a zvuk tak putuje pfiblizné stejné ve vsech smérech od svého zdroje. Rozkmitané
molekuly pak nardzi do naseho usniho bubinku a my slysime frekvenci téchto narazu jako znéjici
tén. Matematicky muzeme zvuk popsat bud pomoci zmén poloh molekul vzduchu v disledku
kmitani, nebo vyuzijeme toho, ze pri kmitani se vzduch stiidavé zhustuje a zreduje s ¢imz se poji
i velmi malé zmény tlaku. Odchylku nového tlaku od bézného atmosferického tlaku nazyvame
akusticky tlak p a jeho periodicky prubéh popisujeme pomoci sinusoidy:

p=Asin(2nf -t),

kde A je amplituda ténu, tedy maximdalni odchylka tlakuﬂ od normélni hodnoty, f je jeho
frekvence a t cas. Zavislost akustického tlaku daného ténu na case pro frekvenci f = 440Hz
a amplitudu A = 1Pa pak vidime v grafu [I|.
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Obr. 1: Graf zavislosti akustického tlaku zptsobeného zvukovou vlnou o frekvenci f = 440 Hz
na case

Harmonicka rada

Nase definice zobrazuje tén jako zvuk pouze o jedné frekvenci. Ve skutecnosti ale i pri kmitani
jedné struny zni nad nasi zdkladni frekvenci teoreticky nekonéici fada dalsich ténu, jejichz
frekvence jsou celym nasobkem zakladni frekvence. Této posloupnosti fikidme harmonickd rada
a frekvenci jejitho n-tého ténu mizeme snadno vypocitat jako:

fn:n'f07

! Jelikoz prostfedi kmit4 nepostiehnutelné rychle, hlasitost ténu odpovidé jeho amplitudé.
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kde n jsou samozfejmé prirozend ¢isla (2, 3, ...).

Tyto frekvence navzdory mozné predstavé nepusobi rusivé, naopak podil jejich hlasitosti
udava barvu ténu, diky které mizeme rozeznat jednotlivé nastroje. Pokud bychom na varhany,
klavir, housle a hoboj zahrali tén o stejné frekvenci a sestrojili bychom graf zavislosti akustického
tlaku na frekvenci, pozorovali bychom u kazdého z néastroju jiné poméry intenzit frekvenci
harmonické rady k zdkladni frekvenci (intenzitou zde myslime, jak moc prispivaji jednotlivé
frekvence k vyslednému ténu). Bez harmonické fady by tedy vSechny ndstroje znély stejné.
Pribéh ténu zobrazeného vyse s harmonickou fadou je vyobrazen v grafu na obr. P Zalezi
vsak vzdy na tom, jaky pomeér intenzit harmonické fady si zvolime.
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Obr. 2: Graf zavislosti intenzity ténu s harmonickou fadou na case a graf intenzity n-té slozky
v zévislosti na frekvenci

Znaceni toni
Nez budeme pokracovat, bude jisté dobré zavést pro tény ustdlené znaceni. Zde je jednodussi
si misto kytarové struny predstavit klavirové struny, do kterych klepdme stisknutim klavest

Nejnizsim ténem na standardnim klaviru je tén A. Poté budeme postupovat pouze po bilych
klapkéach vzhuru, a to po ténech HE, C, D, E, F a G. Po ténu G nésleduje opét tén A.

2Zobrazenému ténu se prezdiva ,sawtooth wave“ kvili tvaru jeho priubéhu, vygenerovany zvuk si mizete
poslechnout ve videu https://www.youtube.com/watch?v=A6NFknpJalA.

3Pro lepsi predstavu i jind vyuziti doporucujeme, pokud doma nemdte skuteény klavir, virtudlni klavir,
dostupny napiiklad na strance https://www.onlinepianist.com/virtual-piano.

Y anglicky mluvicich zemich se ¢eské H oznacuje jako B


https://www.youtube.com/watch?v=A6NFknpJalA
https://www.onlinepianist.com/virtual-piano
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Pokud do naseho repertoaru zahrneme také cerné klapky, znacime je pomoci ptfipon -is
pro cerné klavesy bezprostredné nad danym ténem a -es® pro Cerné klavesy bezprostiedné pod
nim. Pokud se tedy napiiklad z kldvesy G pfesuneme na ¢ernou klapku doprava od ni (smérem
nahoru), ziskdvime tén Gis, pokud se naopak posuneme na ¢ernou kldvesu opa¢nym smérem,
ziskavame tén Ges. Klaviaturu jsme pro lepsi predstavu zobrazili na obr. j.

Vyska téonu

ténu, ale nardzime zde na dalsi priklad logaritmické podstaty lidského vniméni smysla. Pro
pojmenovani vzdalenosti mezi tény pouzivame tzv. intervaly. Pro lidské logaritmické vnimani
je rozdil mezi 10Hz a 100 Hz stejny jako rozdil mezi 100 Hz a 1000 Hz. Rozdil mezi 1000 Hz
a 1010 Hz je naopak témér neznatelny — jde o podily. Tedy, pokud mame dvé dvojice téni f1,
f2 a g1, g2, tak pokud plati, Ze f1 : fo = g1 : g2, pak je mezi nimi vzdélenost v intervalech
stejné.

Uréovéani ,spravngch® podili je ponékud problematické, zabyvali se jim jiz antiéti Rekové,
jako tfeba Pythagoras, a definitivné se vytesilo az v baroku za pomoci Johanna Sebastiana
Bacha. Systému tohoto urcovani fikame ladend.

Zpocatku se pouzivalo tzv. cisté ladént, které vychazelo z poméri prvnich péti frekvenci
harmonické fady — prvni, zédkladni, pritadme frekvenci fo, druhé 2o, atd. Takovym zdkladnim
intervalem je cistd prima, kterd odpovida vzdalenosti ténu k sobé samému. Tedy dva tény
vzdélené od sebe o primu jsou tentyz tén a pomér frekvenci ¢ini 1 : 1. Mezi prvni a druhou
harmonickou frekvenci je interval nazyvany ¢istd oktdva a pomér frekvenci k zédkladnimu ténu
je 2: 1 — toto odpovida vzdélenosti dvou kldves A na klaviru.

Mezi druhou a tfeti harmonickou frekvenci je tzv. cistd kvinta, jejiz pomér ¢ini logicky 3 : 2.
Mezi treti a ctvrtou je cistd kvarta s pomérem 4 : 3 a mezi ¢tvrtou a patou velka tercie s pomé-
rem 5 : 4. Ostatni intervaly se pak ur¢i matematicky pomoci téchto intervalti (naptiklad velka
sekunda jsou dvé kvinty za sebou posunuté o oktdvu nize, tedy 3/2-3/2-1/2=19:8).

7 tabulky [I| vyplyva, ze sousedici tény jsou nerovnomérné vzdéleny. Vznika tak velky pro-
blém pii transpozici (tak f{kdme posouvéni ténti o stejnou vzdalenost v intervalech urcitym
smérem), kdy poméry frekvenci jiz neodpovidaji zékladnimu t6nu, a skladba tak zni falesné,

5Vyjimkou jsou As, Es (misto Aes a Ees) a tén Hes, ktery oznacujeme spiSe jako tén B. Zde opét miize dojit
k nedorozuméni, protoze ¢eské B se mezindrodné oznacuje jako B-flat, nikoli B.
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Toén Interval Pomeér frekvenci Pomeér frekvenci
k zadkladnimu ténu  k predchozimu ténu

C Cistd prima 1:1 16 : 15

Des malé sekunda 16 : 15 16 : 15

D velka sekunda 9:8 135 : 128

Es mald tercie 6:5 16 : 15

E velké tercie 5:4 25 : 24

F Cista kvarta 4:3 16 : 15

Fis zvétSena kvarta 45 : 32 135 : 128

G ¢ista kvinta 3:2 16 : 15

As malé sexta 8:5 16 : 15

A velké sexta 5:3 25 : 24
Hes/B mald septima 16:9 16 : 15

H velka septima 15:8 135 : 128

C Gista oktdva 2:1 16 : 15

Tab. 1: Poméry frekvenci jednotlivych intervalt pri ¢istém ladéni.

nebo s jinym ,naddechem“ Odchylky v pomérech tént by proto pisnicku mohly ucinit zvukoveé

Sami to muzete vidét na prikladu: urcité znate pigsnicku Owédci, c¢tverdci. Prvni tii tény této
lidové pisnicky jsou C, E a G, tedy podle tabulky E] podil frekvenci druhych dvou ténu vuci
prvnimu ténu C ¢ini 5 : 4 a 3 : 2. Pokud bychom tuto pisnicku hréli od ténu D, museli bychom
vSechny tony posunout v tabulce o stejnou vzdélenost jako prvni tén, tedy o 2 fadky dolu, ¢ili
hréli bychom D, Fis a A. Nyni vSak podil frekvenci vuci prvnimu ténu D ¢ini 5 : 4 a 40 : 27,
tedy intervalovy rozdil prvnich dvou téni zustane stejny, ale tfeti tén jiz bude znit mirné jinak,
dalo by se Fict ,falesné“

Temperované ladéni

V obdobi antiky a stfedovéku nerovnomeérné vzdalenosti mezi tény problém nepiedstavovaly.
S vyvojem hudby a novymi hudebnimi metodami se vsak tato problematika prohlubovala,
protoze skladatele omezovala v experimentovani, a proto byl v obdobi baroka navrzen novy
systém ladéni, ktery se pouziva v drtivé vétsiné hudby dodnes — rovnomeérné temperované ladénd.
Pomeéry frekvenci oktdv se zachovaly, miizeme tedy definovat vztah mezi pomérem frekvenci
ténu fi1 a fo a poctem oktdv m mezi nimi:

£ g
fi

Ideji rovnomérné temperovaného ladéni je, aby mély kazdé dva sousedici tony stejny pomér

frekvenci, resp. aby rozdil mezi intervaly byl podle sluchu vzdy stejny. Vzdalenosti mezi dvéma

sousedicimi tény pak fikdme pdlton. Oktavu tedy mulzeme definovat jako vzdélenost, kterou

v novodobém systému ladéni bohuzel zcela zanika.
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ziskdme, kdyz ,,ujdeme” 12 pilténti od jednoho ténu ke druhému. Mizeme proto zavést vztah
poméru frekvenci v zédvislosti na poctu pulténi p, které dva tény oddéluji:

fi

Pomér frekvenci dvou t6ntl v malé sekundg, tj. t6nil vzdalengch o jeden pultén, je 21/12 : 1,
zatimco naptiklad interval kvinty, pouzivany pro svou silu a zvuénou tvrdost napiiklad v meta-
lovych power akordech, ziskdva pomér 27/12 . 1, coz se prilis nelisi od poméru ¢isté kvinty 3 : 2.
Kazdy interval vyvolavé trochu jiny pocit, hudebnici je casto rozeznavaji pravé podle néj.

Z posledniho vztahu muzeme také jednoduse vyjadrit naopak vzdalenost dvou téni (méfe-
nou v pulténech) v zavislosti na poméru jejich frekvenci. Jednoduchymi tpravami ziskdvime
nakonec®:

[

R

f2 — 2p/12.

p = 12log,

12

10 | .

0 | | | |
1 1,2 1,4 1,6 1,8 2
I2
fi

Obr. 4: Zavislost vzdalenosti dvou ténti na poméru jejich frekvenci v rdmeci jedné oktavy

7 tohoto vyjadreni je zjevné, ze ¢lovék vnima vysku ténu logaritmicky, stejné jako je tomu
napiiklad u naseho vnimani hlasitosti zvuku, ale napriklad také u vniméni teploty nebo jasnostit

Pro presné naladéni celého néstroje poté potfebujeme kromé vztahu pro pomeér frekvenci
zavést také referencni ton s presné danou frekvenci, od kterého budeme dalsi frekvence odvijet.
V soucasné dobé se pro tento ucel pouziva tzv. komorni A o frekvenci 440 Hz.

"Tento vztah vyuziva funkci logaritmus o zdkladu dva — najdete ho na kalkulacce, kdybyste k nécemu
potfebovali spocitat p. Neni to ale zas tak dulezity vztah k pochopeni problematiky.
8Jas vnimame dle tzv. Pogsonovy rovnice.
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Zaroveni v hudbé ani zdaleka nepouzivame cely rozsah lidského slySeni (ptiblizné od 16 Hz
do 20 kHz); zatimco nejnizsi tén na standardnim klaviru mé frekvenci 27,5 Hz, nejvyssi tén na
klaviru kon¢i u pouhych 4 186 Hz.

Hlasitost ténu

Dalsi z velice dulezitych vlastnosti ténu je jeho hlasitost. V hudbé toto rozliSovani tént na
zakladeé jejich sily oznacujeme jako dynamiku. I zde se ¢clovéku lépe pracuje s logaritmem hodnot
fyzikalnich velicin. Pro vyjadieni hlasitosti pouzivame tzv. hladinu intenzity, kterou oznacime B
a muzeme ji vypocitat bud pfimo z akustického tlaku, nebo se zavadi veli¢ina nazyvana intenzita
zvuku, kterd vyjadiuje mnozstvi energie prendSené zvukovou vlnou (muze se to zdat prekvapivé,
ale zvukové viny skute¢né prendseji energii, jinak by totiZz nemohly rozpohybovat molekuly
vzduchu). Intenzita se znadf I, jednotkou je W-m_2) a hladinu intenzity pak spocitdme pomoci
vztahu:

B =10log ([i) .
0

Iy

Obr. 5: Graf zavislosti hladiny intenzity na intenzité zvuku

Hodnota_1Ip odpovidd prahu slyseni, tedy intenzité nejtisstho zvuku, ktery mize clovek
postiehnout? Jednotkou hladiny intenzity je decibel (znacka dB). Pro préh slySeni ndm vy-
chazi hodnota 0dB, naopak zvuky pohybujici se na prahu bolesti dosahuji hodnot asi 120 dB.
Doporucéend hlasitost pri poslechu hudby se pohybuje mezi 60dB a 85dB. Pribéh hladiny
intenzity v zavislosti na poméru intenzity k referenci jsme zobrazili do grafu na obr. j.

9Nejéastéji je uvadéna hodnota Iy = 10712 W.m 2.



Korespondencni seminai MFF UK pro zakladni skoly roc¢nik XI ¢islo 5/7

Pokud jste nékdy analyzovali zvuk za pomoci softwaru, tak vézte, ze hodnota 0dB zde
znamend maximaln{ hlasitost (tedy intenzitu, kterou je jesté ¢idlo schopné vnimat). Potom jde
stupnice do zadpornych hodnot — napiiklad —60dB znamen4, Ze je zvuk o 60 dB tissi nez dand
maximalni hodnota.

Souzvuky

Souzvukem téntu rozumime takovy zvukovy signdl, ktery vznikd slozenim, neboli interferenci
nékolika téni o riznych frekvencich, tedy napiiklad kdyz soucasné rozeznime dvé rizné napnu-
té struny. MuZeme mérit zavislost akustického tlaku na case pfi souzvuku dvou ¢istych ténu
se stejnou intenzitou. Vezméme napiiklad A a D, které odpovidaji frekvencim fa = 440Hz
a priblizné fp = 587Hz (,,pravad“ hodnota by méla byt takova, aby odpovidala 4/3 frekvence
ténu A, jednd se totiz o Gistou kvartu). Pak bychom naméfili periodickou funkci zobrazenou
v grafu na obr.

Obr. 6: Graf zavislosti akustického tlaku pri souzvuku dvou ténd na Case

Podobné jako u svétla a vlastné kazdého vinéni, sloZzenou funkci vyjadiujici zévislost intenzi-
ty vinéni na case ziskdme prostym sec¢tenim dil¢ich funkci jednotlivych tont, funkci zobrazenou
v grafu muzeme tedy zapsat jako:

p(t) = po sin (2nfat) + po sin (2nfpt) .

vvvvvv

proces rozkladani signdlu na jednotlivé frekvence lze popsat pomoci tzv. Fourierovy transforma-
ce (resp. Fourierova rozkladu). Nebudeme vysvétlovat pfesny matematicky mechanismus tohoto

10
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procesu, protoze je to pro Vyfucteni prilis slozité téma vyzadujici dobrou znalost vysokoskolské
matematiky. Podstatné je, Ze ze slozitého ténu nam dokéaze tict, které frekvence ho vytvorily=

Hluk

Na zakladé vyse popsaného principu je ziejmé, ze rozlozit nepravidelné neperiodické signaly na
jednotlivé frekvence lze jen tézko, a proto je rozpozname jako hluk. Nicméné i takové zvukové
signdly jsou v hudbé zdsadni, pfedev§im u neladénych bicich ndstroju (napf. ¢inel, buben),
pomoci kterych snadnéji vnimame rytmus hudby. Graf akustického tlaku jednoho konkrétniho
hluku v zévislosti na case mlzete vidét na obr. é

10
5 L i
alf 0
75 L _
710 L L L L L L L L L
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
x
ms

Obr. 7: Graf zavislosti akustického tlaku hluku na case

Konsonance

Nyni pfipomenme, zZe jsme doposud zanedbévali harmonickou radu, ktera je vSak pro pochopeni
naseho vnimani souzvuki zcela zdsadni. Souzvuku dvou téni mizeme prifadit jednu hudeb-
né, ale i fyzikdlné vyznamnou charakteristiku — konsonanci neboli souzvucénost. O tom, zda
jsou dva rtzné tény konsonantn{ (souzvucéné), nebo disonantni (nesouzvuéné), rozhoduje pocet
shodnych vyssich harmonickych frekvenci téchto tént. Cim nizsi hodnoty a &m vyssi podet
shodnych vyssich harmonickych frekvenci maji dva tény, tim vice jsou konsonantni. To tzce
souvisi s intervaly — Cisté ladéni totiz urcuje poméry frekvenci intervalti pravé podle poméru
vy$$ich harmonickych frekvenci zdkladniho ténu.

10Pokud byste si chtéli vyzkoudet méfeni okolnich frekvenci pomoci Fourierovy transformace, vhodnou a volné
dostupnou aplikaci je naptiklad Spectroid.

11
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Nejvice takovych shodujicich se vyssich harmonickych frekvenci ma oktéva, jelikoz pomér
frekvenci se zdkladnim ténem je 2 : 1, tedy celociselny nasobek. V takovém pripadé harmonické
fady zcela splyvaji a nezkuseny posluchac¢ by nerozeznal rozdil mezi samostatnym zdkladnim
ténem a oktévou, jednd se tedy o nejkonsonantnéjsi interval. Druhym nejkonsonantnéjsim inter-
valem je kvinta s pomérem frekvenci 3 : 2, kde splyva kazdd druhd, resp. tieti, vyssi harmonickd
frekvence vyssiho, resp. nizsiho, ténu. Naopak mala sekunda a velké septima nemaji v rozsahu
do prvnich deseti vysSich harmonickych frekvenci zadnou shodnou, a pokladéame je tedy za ryze
disonantni. Ve vysledku tedy vidime, ze ¢im ,,jednodussi* je pomér frekvenci, tim konsonantnéjsi
je souzvuk.

Cist4 kvinta

I | N ERRR IIIIIIIMM

Velka sekunda

Obr. 8: Srovnani splyvani harmonickych frekvenci kvinty a velké sekundy

Absolutni vyjimkou je tritén (t¥i sousedici t6ny, slovem sousedici nemyslime, zZe byly tény
na klaviru pfimo vedle sebe), jehoz temperovan podoba by teoreticky neméla mit zddné shod-
né vy$si harmonické frekvence, protoze pomér jeho frekvenci ¢ini v/2 : 1 (coz odpovidd Sesti
pulténtim, viz vyse). Jako zvétsend kvarta (coz neodpovidé temperovanému ladéni) md vsak
pomeér frekvenci 45 : 32, a jednd se tedy o nejdisonantnéjsi interval. Diky jeho disonanci poveér-
¢ivi lidé ve stfedovéku vérili, ze tritén privolava dabla, a tak je také prezdivan jako ,,diabolus
in musica. Velmi ndpadité jej vyuzil naptiklad Camille Saint-Saéns ve svém slavném Tanci
kostlivet, neboli Danse macabre.

Akordy

Souzvuk tif a vice tént nazyvame akord. Pro hudbu maji nepostradatelny vyznam — diky nim
miize nds mozek urcit, jakou téninu zrovna slysime. S tim se poji i emoce, které pti poslechu
hudby citime. Zjednodusené tedy muzeme tvrdit, Ze ruzné akordy v nas vyvolavaji rizné emoce.

I akordiim muzeme prifadit konsonanci a libozvucénost — aby byl akord konsonantni, musi
vSechny tfi (prip. vice) tény splyvat v alespon jedné slySitelné vyssi harmonické frekvenci.
Vétsinu dnesni hudby (vyjma jazzu, klasické hudby a riznych experimentdlnich zénri) tvori
dva typy akordd — durovy (napt. C, E, G, neboli C dur) a mollovy (napt. C, Es, G, neboli
C moll).

Mizete si vS§imnout, ze mezi zdkladnim a vrchnim ténem je kvinta, proto se témto akor-
diam tika kvintakordy. Rozdil mezi nimi tvori prostfedni interval — u durovych je jim velkd
tercie (5 : 4), u mollovych mald tercie (6 : 5). Durovy akord zni tvrdéji, resp. disonantnéji nez
mollovy, coz mu dodava ,veselejsi“ nadech, zatimco mollovy vniméme spi$ jako neutralni ne-

12
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bo se ,smutnéjsim* naddechem. Rozdil v konsonanci akordi si miizeme jednoduse matematicky
vysveétlit.

Jak jiz bylo zminéno, vyssi harmonickou frekvenci muzeme obecné vyjadrit jako nfo, tedy
v durovém akordu C—E—G bude pro spole¢nou vyssi harmonickou platit:

ncfc =nefe =nafa,
5 3
ncfo = —nefo = nacfo,

4 2
dnc = bng = bng

kam muzeme jako nejmensi ¢isla dosadit nc = 15, ng = 12 a ng = 10. Harmonické rady
tedy splyvaji az na patnacté vyssi harmonické zakladniho ténu. U mollového akordu se zméni
prostiedni zlomek:

6 3
ncfo = gnEst = Ento,

10nc = 12ng = 15n¢,

kam jako nejmensi cisla dosadime nc = 6, ngs = 5 a ng = 4, tedy splyvat bude uz sesta vyssi
harmonické frekvence zdkladniho ténu.

Posouvanim jednotlivych tont o oktdvu ziskdme ruzné obraty akordi. Jednd se vlastné
o tentyz akord, pouze zmizi nebo se naopak objevi nékteré spodni harmonické frekvence, ¢imz
dosdhneme trochu jiného ,vyznéni“ akordu.

Pokracovani

Nésledujici text je urCen pro ty, které téma zaujalo a chtéji se dozvédét vice o teorii hudby.
K vyfeseni seridlové tlohy vSak neni nutny.

Rezonance vyssich harmonickych

Zajimavosti je, ze prvni ¢tyfi frekvence harmonické fady odpovidaji skoro pfesné ¢istym hudeb-
nim ténim (vysSsi frekvence harmonické fady pak na klaviru spadaji uz ,mezi kldvesy“). Tuto
skutecnost si muzete doma, za predpokladu pritomnosti klaviru, ovéfit jednoduchym experi-
mentem; na klaviru pomalu zmécknéte druhou nejnizsi kldvesu C, nechte ji doznit, ale klapku
nepoustéjte, aby struna zustala uvolnénda. Totéz provedte s klavesou G nad zméacknutym C,
poté s nejblizsi vyssi kldvesou C a nakonec s nejblizsim vyssim E. VSechny zminéné klavesy
drzte zmacknuté. Poté silné bouchtiete do nejnizsi (dosud nezmécknuté) kldvesy C. Vysledkem
by mélo byt rozeznéni vSech drzenych klaves. Jejich struny totiz maji takové zakladni frekven-
ce, ze odpovidaji ndsobkim zakladni frekvence nejnizsiho C, a proto pfi zahrani ténu zacinaji
rezonovat. Experiment jsme taktéz znazornili na obr. g.

Transpozice

Jak jsme jiz zminili, transpozice je posunuti néjakého turyvku skladby o urcity interval. V pri-
padé cistého ladéni byla transpozice problémova, coz vedlo k zavedeni temperovaného ladéni
v barokni hudbé. Pti transpozici na rovnomérné temperovaném néstroji odpovidé posun tént
vynasobeni vsech frekvenci v pisnicce stejnym cislem. Pfi posunu o oktdvu nahoru by tedy
vSechny tény pisnicky mély dvojnasobnou frekvenci oproti puvodni vysce. Takovymto posunem

13
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Obr. 9: Znézornéni experimentu s rozezvucenim strun klaviru (kldvesy které drzime jsou
zabarveny ¢ervené, spodni C modfe)

se vSak neméni poméry frekvenci mezi tény, a intervaly tedy zustavaji vzdy stejné. Posunuté
pisnicka pak zni naprosto stejné jako jeji ptvodni verze s jedinym rozdilem v podobé vysky,
ve které ji zpivame. Pro ndzornou ukdzku tehdy novych moznosti komponovani na tempero-
vaném nastroji slozil Johann Sebastian Bach znamé cykly klavirnich skladeb s nazvem Dobre
temperovany klavir.

Libozvuénost

Je tieba rozliSovat pojmy konsonance a libozvucnost. Konsonance je spiSe teoreticky pojem, kte-
ry je pro kazdy interval pevné urceny, bez ohledu na to, co za néstroj jej hraje. Libozvuénost
rizné intenzity frekvenci harmonické rady). Naptiklad pokud bychom méli néstroj s vyraznou
druhou vyssi harmonickou frekvenci, znéla by malé sexta nelibozvuéné, prestoze se jedné o rela-
tivné konsonantn{ interval. Pro¢ tomu tak je — kdyz zahrajeme na takovy néstroj tén A, rozezni
se vyrazné tén E, protoze odpovidd druhé vyssi harmonické. Jenze pti souzvuku malé sexty,
tedy s téonem F, vznikd mald sekunda, kterd je, jak jsme fikali, ryze disonantni, a proto bude
zvuk nelibozvucny, prestoze na jiném néstroji, naptiklad na klaviru, by tato disonance vyssich
harmonickych zanikla a souzvuk by vyznél libozvucné.

Zaznéje
Zajimavy souzvuk nastava v pripadé, ze se dva tény lisi pouze o velmi maly nésobek frekven-
ce. Souzvuk pak slySime jako jeden tén protoze nejsme schopni rozeznat tak maly rozdil ve
frekvenci, avsak kvili interferenci obou vln budou mit chvili stejnou fazi, kdy se zesili, a chvili
opacnou, kdy se vyrusi. Jednotlivym tsekum od prvniho vyruseni do druhého fikdme zdznéje.
Frekvence zaznéju je shodna s rozdilem frekvenci jednotlivych ténid. Podle jeji hodnoty
délime takové souzvuky na delta viny do 3 Hz, theta viny do 7 Hz a alpha viny do 13 Hz, u kterych
bez problémt dokazeme rozeznat jednotlivé zaznéje, beta viny do 29 Hz, které jiz zacinaji splyvat
v drsny sramot doprovazejici tén, a gamma viny, u nichz jiz vnimame rozdil mezi frekvencemi
téni jako silné disonantni a souzvuk ma vibrujici charakter. Pokud frekvence zdznéji prekroci
zhruba 100 Hz, jiz je nevnimame vubec. Priklad jednoho zaznéje jsme vykreslili do grafu [1(.

Délka ténu

Posledni z neopomenutelnych charakteristik tonu v hudbé je jeho délka. Kazdou melodii v hudbé
rozdélujeme do tzv. taktu, které predstavuji jakési jednotné ,,ohradky* mezi jednotlivymi ¢astmi
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Obr. 10: Zaznéj dvou ténu lisicich se o 40 Hz

melodie. Budeme uvazovat nejjednodussi pripad, kdy jsou vsechny takty ve skladbé stejné velké
(pro navozeni pocitu spéchu, rozhozenosti nebo Cisté pro efekt obcas stfidame velikosti takti
i v prubéhu skladby). Zaroveni budeme uvazovat takt typicky pro zdpadoevropské vniméni
hudby; takt ctyrctvrtovy. Tento takt patii do vSech pisnicek, pti kterych mizeme pocitat raz,
dva, tri, c¢tyri. Kazdé z vyrknutych ¢isel predstavuje tzv. dobu, a Tekli bychom tedy, ze takt
Ctytctvrtovy ,,pocitame na ctyfi doby*. Velice zjednodusené mtizeme dobu definovat jako casovy
interval, ve kterém bude pri oblibené skladbé publikum na koncerté tleskat do rytmu.

Nyni si predstavme situaci, ze umime zahrat pouze jeden tén, ale chceme jim zaplnit jeden
cely takt. Notu, kterd by takovy tén predstavovala, oznacujeme z hlediska délky jako motu
celou a trva tak dlouho, jak dlouho by trvalo hrac¢i nebo posluchac¢i napocitat v odpovida-
jicim rytmu do ¢tyf (tedy C¢tyfi doby). Pokud bychom chtéli jeden ctyfétvrtovy takt zaplnit
dvéma stejné dlouhymi notami, pouzili bychom tzv. notu pilovou, kterd trvad doby dvé. Je-
ji polovinou je nota c¢turtovd, kterd odpovida jedné dobé (proto ¢tyrétvrtovy takt). Nasleduji
noty osminové, sestndctinové a dvaatricetinové. 1 zde tedy pozorujeme lidskou snahu vnimat
logaritmicky. V krajnim pripadé je mozné pouzit také notu ctyriasedesdtinovou, vétsinou se
ale skladby v rychlych tsecich zapisuji pomoci nékterych z predchozich uvedenych not a pro
dosazeni vétsi rychlosti jednoduse pocitame doby rychleji.

Rychlost pocitani dob oznacujeme jako tempo a uddvame jej (stejné jako napriklad tempo
srde¢nich ozvil) v jednotkdch BPM, coz je zkratka pro anglické beats per minute. Slovem beat
zde™ rozumime jednu dobu, v cestiné je tedy BPM ekvivalentni s po¢tem dob napocéitanych
za jednu minutu. V moderni hudbé se jako bézné tempo bere 120 BPM, tedy 30 ctyrctvrto-

HPozn.: slovo beat mé v angli¢ting mnoho v§yznami, jeden z nich je i vySe zminény zézndj.
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vych taktd za minutu, ale vétSinou se pohybuje od 60 BPM az po 160 BPM. Tempo se také
muze plynule i skokové ménit, zejména v klasické hudbé, kde je proménlivost tempa témeér
vSudypritomné kvuli vyvolavani napéti ¢i naopak uvolnéni.

Toéniny

Jiz jsme zminili, ze akordy mohou urcovat téninu, ale nevysvétlili jsme, co to vlastné ténina je.
Ténina urcuje prislusnost ¢asti hudebni skladby k urcité stupnici, tedy urcuje, jaké stupnici ma
patfit vétsina ténu v této casti skladby — vybocujici tény maji spiSe napinajici funkci. Muze
byt pro celou skladbu stejnd, nebo se ménit. Zménu téniny oznacujeme pojmem modulace.
Modulacemi evokujeme zmény emoci, napéti nebo uvolnéni, nejistotu ¢i naopak pocit jistoty;
kratkodobé necekané vyboceni z téniny, které se neziidka objevuje v jazzu, ¢asto ¢ini skladbu
zajimavéjsi, jednd se totiz o prvek prekvapeni. Ténina je vZdy shodné se stupnici, vysvétleme si
tedy, co je to stupnice; jedna se o fadu ténid v rozmezi jedné oktavy, kterd je usporddana podle
urcitych pravidel pro velikosti intervalti mezi sousednimi tény stupnice.

Chromaticka stupnice

Asi nejjednoduseji definovana stupnice je stupnice chromatickd. Ta je posklddand z téna od-
délenych vzdy jednim pulténem. Chromatické stupnici tedy odpovida vsech 12 klaves v jedné
oktaveé, a proto neni ténika pouzivajici chromatickou stupnici v podstaté ni¢im omezena, muze
se vyuzivat jakykoli interval, a tedy jakakoli posloupnost ténti klaviatury. Casto véak porusuje
prirozené vniméani hudby, plné se totiz zacala pouzivat az ve dvacatém stoleti v novodobé kla-
sické hudbé, ktera kvili experimentovani s hudbou zasla az daleko za chapani hudby, které je
pro nas od narozeni prirozenét

Pentatonické stupnice

Naopak historicky nejstarsi a dodnes mezindrodné pouzivanou stupnici je tzv. pentatonickd
stupnice (na obr. [L1)), kterd tvor{ zdklad vétsiny ¢inské a japonské hudby, nicméné lze ji najit
i napf. v evropskych lidovych pisnich. Jak ndzev napovid4, tvori ji 5 ténu, které bychom dostali,
kdybychom na klaviru od zékladniho ténu (napt. C) — kterému v rdmci téniny rikdme tdnika —
odpocitavali kvinty, tedy dalsi by bylo G, D, A a posledni E, a poté je sefadili za sebe do jedné
oktdvy. Vysledkem je tedy C, D, E, G, A, coz je C dur pentatonickd. Pokud stupnici za¢neme
hrat od jejiho posledniho ténu, tedy A, C, D, E, G, dostaneme a moll pentatonickou (ténikou je
v tomto pfipadé tén A). Jejich transpozicemi ziskdvame durové a mollové pentatonické stupnice
s jinymi ténikami. Hranim pouze ¢ernych kldves klaviru ziskdme téniku Fis dur nebo dis moll
(zalezi na tom, kam podvédomé umistime téniku).

Pridame-li k mollové pentatonické stupnici jesté ton, ktery tvori s ténikou tritén, dostaneme
bluesovou stupnici (na obr. [12). Ta se vyuziva velmi ¢asto v jazzu, obzvlast v blues. Samozfejmé
vznikla v Americe spolecné s jazzem a blues.

Diatonické stupnice

které se jiz zcela shoduji s evropskym pfirozenym chédpanim hudby. Skladaji se vzdy ze sedmi

2Hudebni chapéani se totiz odviji od toho, co ¢lovék v raném véku poslouchd, lidové pisnicky rozhodné
chromatickou téniku nepouzivaji.
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des| dis

cis es

Obr. 11: Stupnice C dur pentatonicka

Obr. 12: Stupnice C bluesova

t6nt oddélenych bud pulténem nebo ténem (dvéma pultény). Délf se na dvé skupiny — cirkevni
a moderni. Pro rozliseni jednotlivych typu stupnic si nejdiive musime definovat téniku, domi-
nantu a subdominantu stupnice. Co je ténika jiz vime. Dominanta tvori s ténikou ¢istou kvintu,
subdominanta ¢istou kvartu — jedna se tedy o intervaly mezi prvnimi vyssimi harmonickymi
frekvencemi téniky.

Uvazujme nyni jako téniku tén C. Dominantou a subdominantou jsou tény G a F. Ke
kazdému z téchto téni nyni vytvorme durovy kvintakord — méame tedy C dur, G dur a F dur.
VypiSeme-li si vSechny tény, které je tvori, a setadime je, ziskdme posloupnost C, D, E, F, G, A,
H. Této moderni stupnici fikdme durovd (na obr. [L3). SlySime ji snad v kazdé evropské pisnicce.

des dis

cis es

Obr. 13: Stupnice C durova
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Pokud bychom vytvofili namisto durovych akordt mollové akordy, ziskdme jinou posloup-
nost: C, D, Es, F, G, As, B (neboli Hes). Jedn4 se o dalsi moderni stupnici, které prezdivime
mollovd aiolskd (na obr. @)

Obr. 14: Stupnice C mollova aiolska
Jelikoz akord g moll zde ale nevytvari potfebné napéti, casto se zaméni s G dulriE ¢imz

vznikd novéd stupnice s posloupnosti C, D, Es, F, G, As, H nazyvand mollovd harmonickd (na
obr. [1§) a pfipomind hudbu z oblast{ byvalé Osmanské Fise.

des’  dis

cis es

Obr. 15: Stupnice C mollovd harmonicka

Takova stupnice m4 vSak mezi dvéma poslednimi tény rozdil vétsi nez jeden tén, coz vyresila
zépadoevropskd hudba zvySenim predposledniho stupné o pultén pii hrani zespoda nahoru
a snizenim posledniho pfi hrani sestupném (kdy odpovid4 stupnici mollové aiolské). Nazev této
stupnice je mollovd melodickd.

Cirkevni neboli moddlni stupnice pouzivaji tény stupnice durové, aviak méni se tén (modus),
na kterém se nachdzi ténika, ¢imz se méni i posloupnost intervali mezi jejimi tény. Napriklad
stupnice aiolskd by z durové (v cirkevnim oznaceni jonské) stupnice vznikla pfenesenim téniky
na predposledni ton.

Existuje mnoho dalsich stupnic, které vsak jiz zdpadoevropska hudba témér nepouziva
(napf. cikdnské stupnice, indonéské stupnice, atd.).

3 Pieménou se z B stane H, coZ je jen o pultén pod ténikou C. Takovym téntm Fikdme citlivé tény, protoze
evokuji napéti, po némz podvédomé ocekdvame uvolnéni ve formé zahrani téniky.
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Zavér

V tomto Vyfuteni jsme se pokusili co nejlépe vysvétlit zdklady hudebni teorie. Zacali jsme
definici t6nt a jejich fyzikdlnich/hudebnich charakteristik, jejichz vzajemné vztahy tvoii v pod-
staté celou konstrukci hudby. Vysvétlili jsme si, pro¢ existuje nékolik druhii ladéni a na jakém
principu funguji. Pokracovali jsme tématem souzvuki, u kterych umime urcit, jak moc nasemu
sluchu ,lahodi“, kdy tvori akord a jaka je hudebni funkce akordu. V pokracovani jsme si jesté
vysvétlili, jak rtizné vzajemné vztahy ténu vytvari rtuzné téniny, a predstavili jsme si nékolik
prikladid stupnic. Jelikoz je nase chapani hudby vsak z velké ¢ésti zalozeno i emociondlné, je
nemozné vysveétlit ji celou pouze pomoci fyziky a matematiky.

Tomds Patsch Simon Bldha
patscht@vyfuk.mff.cuni.cz

) Lot L Reseni 1. série 5"}
& | v
Uloha IIL.1 ... Jit, & nejit? 5 bodi; (chybf statistiky)

Vyfucek si jednoho krasného odpoledne vyrazil na prochazku.
Pocasi se vsak bohuzel miize ménit i velmi necekané, a tak béhem
Vyfuckovy zpatecni cesty zacalo prset. Aby co nejméné zmokl,
rozhodl se Vyfucek bézet. Pomohl mu ale béh opravdu v tom, aby
byl na konci své cesty méné mokry? Svou odpovéd zdiivodnéte.
Uvazujte i jiné faktory nez jen to, Ze bude doma drive.

Uvazujte, Ze prsi celou dobu stejné silné. To znamend, Ze na
danou jednotku plochy dopada v celém priibéhu desté neménné
mnozstvi vody.

Zkusme se zamyslet, co ndm k4 intuice. Pokud jsme venku a zacne prset, pak se pravdépodobné
automaticky pobézime co nejrychleji schovat pod néjaky pristfesek — a moc se nezamyslime
nad tim, jestli by ndhodou nebylo lepsi na desti zistat stat. Prirozené tak ocekdvame, ze je pro
Vyfucka idedlni ta varianta, kdy pobézi co nejrychleji. Ted si to pojdme spocitat.

Rozebereme si nejdiive nejednodussi pripad — dést pada kolmo na zem o konstantnim plos-
ném toku @ (mnozstvi desté za jednotku casu). Pokud Vyfucek stoji, dopadd dést pouze na
jeho vrchni ¢ast téla. Popiseme-li Vyfucka jako kvadr se stranami a, b, ¢ (délka, vyska, sitka),
tak za Cas t na néj dopadne voda o objemu

V =QSt = Qact.

Kdyz se Vyfucek rozejde, zacne narazet do kapek pred sebou, tudiz z kratkodobého hlediska
bude ,,mokfejsi“. Oznacme rychlost desté vq a rychlost Vyfucka vy, pak mira ,chytani“ desté
bude uréena pomérem téchto dvou rychlosti. Objem zachyceni pri pohybu v desti bude

V = QS8't% = Qbet Y .
Va4 Va4
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Cas t uréime jako &as, za ktery se Vyfuéek dostane domii (uvazujme vzdalenost [), tedy ¢t =

= l/vy. Soucet objemi bude
VC:V—FV':QacL—i—chLU—V :Qlc(i—i—E) .
Vv Vv V4 Vv Vd

Pokud se podivame na piiriistek objemu z pohybu, vidime &len V' = Qbcl/vq, ktery zjevné
nezavisi na rychlosti Vyfucka, tedy na cesté domu narazi predni ¢asti svého téla do stejného
mnozstvi vody, at uz se pohybuje jakoukoliv rychlosti. Jelikoz Vyfucek dokaze smysluplné ménit
pouze svoji rychlost, tedy i cas, za jaky se vrati domt, bude pro néj nejvyhodnéjsi bézet co
nejrychleji (aby byl doma co nejdifve a minimalizoval pobyt na desti). Pitklad ndm tedy vysel
tak, jak bychom dle intuice ocekévali.

Lze jej vyresit jesté pomoci jiné tvahy. Staci se na situaci divat z pohledu, ve kterém se
dést nehybe. V této tzv. vztazné soustavé se Vyfucek pohybuje nahoru rychlosti desté vq. Musi
pak bézet diagonalné nahoru a pfi svém béhu narazi do desté. Je pak jednoduché si domyslet,
ze musi co nejvice zmensit svoji celkovou trasu a to udéld, bude-li mit co nejvétsi rychlost v.

Patrik Kaspdrek
patrik@vyfuk.mff.cuni.cz

Uloha IIL.2 ... Mozkova smrt 5 bodii; (chybi statistiky)

V kuchyni na Vyfuc¢im tabore se kucharky rozhodly, zZe si usporadaji filmovou noc velmi spatnych
filmu. Tak spatnych, Ze pri jejichz sledovani umiraji mozkové bunky. Na zacatku méla kazda ze
4 pritomnych organizatorek 100 000 000 000 mozkovych bunék. Nejprve se promital film dlouhy
35 minut s polo¢asem rozpadu mozkovych bunék 5 minut a 50 sekund. Nasledoval film dlouhy
27 minut s poloc¢asem rozpadu 2 minuty a 42 sekund, film dlouhy 55 minut s polo¢asem rozpadu
9 minut a 10 sekund, film dlouhy 39 minut s polo¢asem rozpadu 3 minuty a 15 sekund a na
zaver si v kuchyni pustily film dlouhy 62 minut s polocasem rozpadu 15 minut a 30 sekund.

Zistane na konci filmové noci v kuchyni dohromady alespon jedna mozkova burika, kterou
by kucharky mohly sdilet?

Vzhledem k tomu, Ze se ptame na to, kolik mozkovych bunék budou mit nakonec organizatorky
dohromady, muzeme si predstavit, ze na pocatku maji jen jeden mozek, ktery obsahuje:

4-100 000 000 000 = 400000 000 000 bunék .

Daéle se ptame, kolikrat se pocet mozkovych bunék nasich kucharek zmensi na polovinu.
Tim padem nés zajimé hodnota x ve vyrazu:

1

1
m—400000000000~5~§....

Jednou polovinou pocet bunék vynasobime y-krat. Kdyz nasobime nékolikrat jednim cislem,
vyuzivime mocniny, muzeme tedy x vyjadrit jako:

y
x = 400 000 000 000 - (%)

Staci nam tedy vypocitat koeficient y a ziskdme i nds chtény vysledek z. Pripomenme si,
ze y nam udéava, kolikrat se pocet mozkovych bunék ,zpolovicati“. Pro tento vypocet jsme si
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v zadani zavedli ,polocas rozpadu mozkovych bunék*. Polocas rozpadu je bézn4 veli¢ina — udava
Cas, za ktery ke ,zpolovicaténi“ dojde. M4 tedy jako zdkladni jednotku sekundu. Setkavame se
s nim i v pfirodé, napfiklad u problematiky radioaktivnich rozpadi (tam se déje to, ze z N
¢astic projde za polocas rozpadu radioaktivni proménou pramérné N/2 ¢astic).

Dulezité je se zminit, Ze neplati, Zze by se v jeden moment (vzdy po uplynuti poloCasu
rozpadu) rozpadlo N/2 &4stic nebo mozkovych bunék najednou. Rozpady se dé&ji postupné,
ke zménam poctu bunék dochézi, i pokud neubéhla ani jedna celd doba poloc¢asu rozpadu.
Jednoduchou tvahou si mizete ovérit, ze musi platit: y = T/Trozpad, kde T je celkovy cas, po
ktery k rozpadim dochazi, a Trozpad Samotny polocas rozpadu.

Plati, ze:

y=y1+y2+y3+ys+uys,
kde y je celkovy pocet probéhlych polocast rozpadu, yi1 je pocet rozpadia béhem prvniho filmu,
y2 béhem druhého filmu atd. ProtoZe jsme se jiz dozvédéli, ze y = T'/Tionpad, mUZeme vyjadrit
kazdé y na pravé strané rovnice:
T1 T2 T3 T4 T5

+ + + + :
Trozpad 1 Trozpad 2 Trozpad 3 Trozpad 4 Trozpad 5

y:

A do této rovnice jiz jen dosadime (musime si ddvat pozor na jednotky — v tomto p¥ipadé
jsme dosazovali v sekundéch):
_35-60 27 - 60 55 - 60 39-60 n 62 - 60
y_5<60+50 2-60+42  9-60+10 3-60-+15 15-60+ 30"
y=6+10+6+12+4 =38.

Pocet bunék se tedy snizi na polovinu 38x (nas vzoredek pro rozpad ovSem plati i pro necely
pocet rozpadil), a tak ndm staci pro zjisténi poctu zbylych bunék jen dosadit do ptivodniho
vzorce:

y
x = 400 000 000 000 - (%) ,

38
x = 400 000 000 000 - (%) =1,455.

V kuchyni tedy zbude 1,455 burky, a tak i po skonceni sledovani budou kucharky mit stéle
alespon tu jednu buriku, kterou mohou sdilet mezi celou kuchyni!

Musime vsak zminit, ze by tak pripadalo asi 0,364 bunky na osobu. Ve skutecnosti se nam
ale nemohou nicit bunky po ¢astech. Toto ¢islo nam tedy fikd jen jakousi pravdépodobnost,
s jakou se bude dand bunka v hlavé organizdtori nachézet. Zaroven je vSak presny vypocet
takovéto pravdépodobnosti ndrocny a nad ramec této tlohy, takze jej opomeneme.

Viclav Verner
vasek@vyfuk.mff.cuni.cz

Uloha IIL.3 ... Sypka véz 6 bodii; (chybf statistiky)

Organizatori Vyfuku si usporadali party. Podminkou ke vstupu na party bylo prinést alespon
litr sypké substance.

Kacka prinesla litr popela, ktery m4 sypny tihel 20°. Viktor pfinesl litr mletého kakaa, které
mad sypny tihel 30°. Marco prinesl litr praskové kridy, kterda méa sypny tihel 45°.
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Prvni vysypali hromadku popela, ta méla tvar komolého kuzele, tedy kuzele s useknutou
spickou. Splacli ji takovym zpiisobem, aby na ni mohli vrsit kakao. Sty¢né plochy mezi jed-
notlivymi sypkymi latkami jsou vzdy jen vodorovné. Prostredni hromadka kakaa ma také tvar
komolého kuzele a na ni je umistén kuzel z praskové kridy.

Jak (nejvice) vysokd mize byt tato hromadka?

Nejdifve se pokusime nasi hroméadku co nejpfesnéji popsat. Skladd se ze t¥{ riznych (z toho
dvou komolych) kuzeli, které lezi na sobé. Kazdy m4 svou vysku, ozna¢ime si je shora jako vi,
v2 a v3. Mezi hornimi dvéma kuzely je pak sdilena plocha S, mezi dolnimi dvéma S3 a celd véz
stoji na podstavé Ss. To, zZe jsou plochy sdilené a stejné velké, si mizeme ukézat jednoduchou
tvahou — vrchni plocha nemiize byt vétsi nez ta spodni — substance jsou sypké a jeji cast lezici
na rozdilu ploch vrchni a spodni ¢asti véze by se tedy sesypala.

Diuvod, pro¢ nemize byt spodni plocha na nasem spoji kuzelt vétsi nez ta vrchni, neni zfejmy
z fyzikdlnich principti, ale ze zadani: snazime se vytvorit co nejvétsi (komolé) kuzely, pricemz pri
daném objemu je obsah podstavy linedrné nepiimo umérny vysce kuzele (pro vypocet objemu
kuzele muzeme vyuzit vzorec V = (Spodstavy - v)/3, kde v je vyska naseho kuzele). U komolého
kuzele pak také plati, Ze se stoupajicim obsahem podstavy klesa vyska, ale u néj je jiz podstatny
obsah obou dvou jeho podstav. Protoze chceme co nejvétsi vysku, je v nasem zajmu mit obsah
podstav co nejmensi — a prii nejvétsim omezeni obsahu podstav ziskdme to, Ze podstavy tedy
musi byt stejné velké (jak je jiz vySe uvedeno, dolni podstavu uz nemuizeme zmensit — nase
sypkd véz by se zacala sypat.)

Nyni se jiz zaméfime na fesSeni samotné tlohy. Pouze ze zadaného objemu nejsme schopni
rici, jak bude kuzel vypadat. Jsme to ale schopni jednozna¢né urcit, jakmile zndme tihel mezi
podstavou a sténami a vime, zZe se snazime dosadhnout co nejvétsi vysky. Pro dalsi vypocty ale
budeme pouzivat goniometrické funkce — pokud tedy nevite, co goniometrické funkce jsou, nebo
si nejste jisti, jak je pouzivat, mizete si o nich precist ve Vyfucteni 3. série 1. ro¢niku Vyfuku®
Pro uréeni vzhledu nasich (komolych) kuzelti tedy vyuzijeme veli¢inu sypny thel, kterd ndm
udéva, jaky muze byt maximalni ihel mezi podstavou a plastém kuzele, nez se zacne nase sypké
substance sesypavat po povrchu kuzele. Prasek se pri prekroceni tthlu sype, dokud je tthel vétsi
nez ten sypny — zbude ndm kuzel se sypnym thlem mezi podstavou a plastém.

Jaky ale bude mit thel, chceme-li, aby byl kuzel na sviij objem co nejvyssi? U tohoto
problému staci, kdyz si uvédomime, Ze jakmile je thel mezi podstavou a plastém (oznacme si
ho «) 0°, pak nemdme kuzel, ale placku. Naopak s ithlem a blizicim se 90° se ndm kuzel stéava
¢im dal tim Spicatéjsim — plati tedy, ze ¢im vétsi mame dhel «, tim vice ndm u naseho kuzele
roste vyska (jak se ale dozvime i ze vzorce uvedeného nize, pfi neménicim se objemu se u kuzelu
bude nepfimo imérné ménit i obsah podstavy). Pokud se tedy snazime mit co nejvétsi vysku
v nasem kuzelu, chceme, aby tihel a byl co nejvétsi, a to jak u kuzeli, tak u komolych kuzeli.
Pokud tedy nase (komolé) kuzely mohou mit tihel o rovny nebo mensi nez jejich sypny thel,
budeme vzdy chtit, aby se a rovnala sypnému thlu.

Vime tedy, ze tihly jednotlivych kuzeltt budou a; = 45°, as = 30°, az = 20°. Jak ale vyu-
Zijeme goniometrické funkce? To ndm bude zfejmé, jakmile si udéldme fez (komolym) kuzelem
podle vysky.

https://vyfuk.mff.cuni.cz/_media/ulohy/r1/vyfucteni/vyfucteni_3.pdf
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Rez kuZelem

Po provedeni fezu u kuzele ziskdme rovnoramenny trojihelnik, ktery, kdyz si ho nasledné roz-
ptlime podél vysky, vytvori pravoihlé trojihelniky o thlech 90°, o a 90° — a. Strany tohoto
pravouhlého trojuhelniku pak budou:

Odveésna 1 vyska vi pro kuzel 1 atd.,
Odvésna 2 polomér podstavy pivodniho kuzele (na kulaté podstavé S; si jej oznaéime 1 apod.),

Prepona délka s — ta nam znaci vzdalenost mezi vrcholem a libovolnym bodem na okraji
podstavy puvodniho kuzele.

VyuZzijeme toho, ze zndme thly «, a vzpomeneme si na definici funkce tangens: tg(thel) =
= protilehld/pfilehl4. Proto mizeme psit tg(a) = v/r, resp. v = r - tg(a), coz ndm pozdéji
pomiize.

Rez komolym kuZelem

Rezem skrz komoly kuzel (znovu vedeny skrz vysku) ziskdme rovnoramenny lichobéznik. U néj
mame dva jeho thly o velikosti o — oba u spodni zdkladny, u vrchni zdkladny nalézame dva
ihly o velikosti 180° — « (soudet Gihld v ¢tyfthelniku je 360°). Strany tohoto lichobézniku pak
maji tyto velikosti:

Zakladny: dvakrat polomér podstavy komolého kuzele, na které zdkladna lezi, tj. 2r1 apod.,

Ramena: obé jsou stejné dlouhd a muzeme si je znovu oznacit jako s, pro nas vypocet ale tuto
hodnotu potfebovat nebudeme.

Nyni vyuzijeme goniometrické funkce znovu — lichobéznik je na vSech mistech stejné vysoky,
vysku (ta je kolma na obé zdkladny) si tedy muzeme mezi zdkladnami spustit v libovolném
misté.

Pokud si ji spustime presné v nékterém z vrchnich vrcholt lichobézniku, tak ndm krom
pravouhlého lichobézniku vznikne i pravouhly trojihelnik. Ten mé strany s, v a jesté jednu,
kterou si oznaCime x. Proménnd x m& poté hodnotu rozdilu poloméra podstav, na kterych
lichobéznik lezi (pro ¢-ty komoly kuzel ziskdme x4, = rq11 — rq). Diky tomuto také dokdzeme
tici, ze pokud vezmeme horni polomér a pri¢teme k nému odpovidajici x, ziskdme polomér
dolni. Tuto rovnici si pak zavadime proto, ze spolu s ni znovu vyuzijeme goniometrické funkce.
Stéle plati, ze tg(thel) = protilehld/prilehld, tim paddem i tg(a) = v/z, resp. v = x - tg(a),
resp. v = (rg4+1 — 7q) - tg(a).  Vzorce se ndm budou hodit pravé v tomto tvaru — klicova je

180 — 180 — «

21"1

Obr. 16: Rez komolym kuZelem a néért lichobéznika
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pro nas vyska. Pro samotné dosazeni do ptikladu jesté potfebujeme znat vzorecek na vypocet
objemu komolého kuzelu: V = (n-v/3) - (12 + 14 - Tq+1 + 7211), kde V je objem, v vyska a rq
a rq+1 je mensi, resp. vétsi polomér podstavy. Protoze jsme si ale fekli, ze si zadefinujeme
Tq+1 = Tq + Tq, muzeme si to vyjadrit do naseho vzorecku na vypocet objemu — bude to pro

vvvvvv

V= (“%) . (r§+rq.(rq+xq)+(rq+xq)2) _ (T[. %) . (3~r2+3-7“q-mq+x§) .
Posledni dulezitd pozndmka je, Zze si musime dévat pozor na dosazovani ve spravnych jed-
notkédch, zde jsme si vybrali ty zdkladni — metry (s tim souvisi to, Ze musime prevést litry
na metry krychlové). Alternativni volbou by mohly byt decimetry, nebot pak bychom litry
prevadét nemuseli.
Mizeme tedy dosazovat. Musime zacit u vrchniho kuzele, protoze pro vypocet komolych
kuzelu zatim neméame dostatek zadanych tudaju.

V= Spodstavyv
==
kde Spodstavy je obsah kruhové podstavy, ktery spocteme jako Spodstavy = T - 72. Dosazenim za

obsah dostaneme )
nrev

3
A pro kuzel z goniometrickych funkeci jsme si rekli, ze plati:

V =

2 3
v=r-tgla) = V= il r;g(a) = th(a) .

Pro r1 tedy:
3 3-W
n-tg(ar) |

ry = f’/w =9,8cm.
n-1

7 toho miuzeme spocitat i vysku horniho kuzele:

r1 =

A s hodnotami:

V1 =71 tg(al),

v = 9,8cm.

Diky témto vypoctim jiz zndme 1 — polomér lezici na S1, a jsme tedy schopni dopocitat i vysku
prostfedniho (komolého) kuzele. Plati, ze:

v
V= (ng) . (3-r2+3~rq-azq+x§) )
v==zx-tg(a).
Vyjadiime tedy prvni vzorecek za pomoci toho druhého:

tg(az)
3

V= (n-%)~(3-r2+3-rq-xq+x§):n-x- ~(3~T§+3-rq-xq+x§).
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Jesté nasi rovnici vydélime nt a tg(az)/3:

t
Vo = <K.x1. g(a2)>.(3.rf+3.rl.ml+mg),

3
Va 2 2
3-———==x1-(3- 371 .
~ ta(as) T ( Y +3-r1-21 +$1>
Ziskédme tim kubickou rovnici:
\%
x§+3-r1~x§+3~rf~x1f3~72:0
- tg(a2)

Po dosazeni hodnot:
z3 +0,29542 - 22 + 0,02909 - 1 — 0,001 65 = 0.

Kubickou rovnici bohuzel nejsme schopni vyfesit jednoduse (vzorce pro ni sice existuji, ale
jsou velmi slozité). K feSeni vSak muzeme vyuzit néjaky matematicky program, napi. Wolfra-
mAlpha. Po zadani do kalkuldtoru ziskdme hodnotu (kubické rovnice mohou mit az t¥i kofeny,
v téchto pripadech je ale redlny vzdy pouze jeden z nich):

1 =3,9cm.
7 toho muzeme spocitat i chténou vysku komolého kuzele va:
v = z1 - tg(a2) = 2,3cm.

Diky tomuto vypoctu jsme znovu, v tomto pripadé nepifimo, ziskali dalsi r, tentokrat ro lezici
na Sa:
ro=7r1+x1 =0,13766m = 13,766 cm .

Miuzeme tak vypocitat i vysku posledniho kuzelu. Znovu plati, Ze:

v 2 2
V= (n-g)-(3-rq+3~rqvmq+xq),

v=2zx-tg(a),

Muzeme dosadit a vzorec upravit:

t
Vi — <K.x2, g(;g)).(g.rg+3.r2.x2+mg),

Vs

3. — % (312 +3 1 2) .
~ ta(as) T2 ( ry +3-72 $2+l‘2>

Znovu ziskdme kubickou rovnici

V-
a5 +3 19 254315 2 —3 ———— =0
Tt~tg(a3)

a znovu muzeme dosadit:

x5 4+ 0,41298 - 25 + 0,056 85 - 22 — 0,00262 = 0.
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Pokud znovu pouzijeme pocitac k vyTeseni této rovnice, ziskdme
zo = 0,03595m = 3,595 cm .
Z ¢ehoz jsme znovu schopni zjistit vysku (i polomér doln{ podstavy):

v==x-tg(a) =1,3cm,

r3 =12+ x2 = 17,4cm.

Vysku celé véze pak ziskdme velmi jednoduse — staci secist vysky vsech t¥i (komolych) kuzela
na sobé — protoze jsou plochy mezi kuzely vodorovné, mtizeme si vSechny vysky dat doprostied
vSech kuzeld, a ty ndm svym spojenim vytvori velkou vysku celého utvaru, plati tedy, zZe:

Veelkovd = V1 + V2 +v3 = 9,8cm + 2,3cm + 1,3cm = 13cm.

Celkové tedy muzeme ziskat véz o vySce maximalné 13 cm.

Vidclav Verner
vasek@vyfuk.mff.cuni.cz

S

Uloha IIL.4 ... Hodiny se $iSkami a kukackou 6 bodi; (chybi statistiky)
Viktor ma na chaté hodiny se ¢tyrmi siskami, z nichz kazda vazi m = 0,5 kg. Jak
dlouho po natazeni budou hodiny fungovat, pokud mohou obé sisky klesnout

az ol = 1m a pro pohon hodin je pouzitelnych 20 % potencialni energie SiSek? g Y
Hodiny maji hodinovou rucicku dlouhou 6 cm a vazici 15 g, minutovou rucicku {'\ Q @ i
dlouhou 7Tcm a vazici 10g a konecné sekundovou rucicku, kterd méri 8 cm Y
avazi 5g. "

4.
%
3

Rucicky hodin povazujte za homogenni zanedbatelné tenké tyce a predpo-
kladejte, ze hodinovy strojek na né piisobi pouze béhem jejich pohybu od Sestky @l
ke dvanéctce. Také pro jednoduchost miizete ucinit odhad, Ze béhem 12 hodin |
spotrebovavaji rucicky energii linearné. Hodiny Viktor natahne presné v po- @

ledne.

Problém budeme fesit ve trech krocich. Nejprve spocitame vyuzitelnou potencialni energii Si-
sek E. Potom si spoc¢itdme praci W, kterou je potreba vykonat na provoz hodin béhem jednoho
obéhu velké rucicky. Nakonec vyuzitelnou energii vydélime potfebnou praci, abychom zjistili,
kolikrat stihne velkd rucicka obéhnout cifernik. Samoziejmé by slo potfebnou praci vztdhnout
k libovolné dlouhému ¢asovému tseku. Vypocet s dvanacti hodinami mé tu vyhodu, ze budeme
pracovat pouze s celo¢iselnymi ndsobky poc¢tu obéhu jednotlivych rucicek.

Celkové mnozstvi vyuzitelné potencidlni energie spocitdme tak, ze vyndsobime potencidlni
energii Fy jedné Sisky poctem SiSek a néasledné vysledek vynasobime koeficientem ucinnosti 7.

E = 4nEy = 4gmgh .
Vypocet prace W je o néco komplikovanéjsi. Musime pro kazdou rucicku pri¢ist soucin poctu

obéhit béhem dvandcti hodin ny, jeji délky Ik, jejl hmotnosti my, a tthového zrychleni g. (V prvni
Casti obéhu kond praci tihova sila, takze se energie Sisek spotfebuje pouze na presun rucicky
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Rucicky ¢islujeme od nejkratsi po nejdelsi. Dostdvame tak vztah:
W = (1l1m1 + 12lomso + 12 - 6Ol3m3)g .

Zbyva vyjadrit pocet otdcek hodinové rucicky x, dosadit konkrétni hodnoty ze zadani a do-

pocitat se k hodnoté x.

E dnmh

W - l1m1 + 12l2m2 + 12 - 60[37713 ’

_ 4-0,2-0,5kg-1m 135
0,06m-0,015kg +12-0,07m - 0,01 kg + 12 - 60 - 0,08 m - 0,005 kg T

Hodinova rucicka stihne urazit 1,35 otacky, hodiny se tedy zastavi priblizné za 16 hodin.

Pro zajimavost: kdyby na hodindch chybéla sekundovd rucicka (coz je obvykly piipad),
hodiny by se zastavily az po vice nez tfech tydnech.

Je dobré si vSimnout, ze nam tihové zrychleni v konec¢ném vysledku nehraje roli, takze
miizeme prohlésit, ze vysledek je na tthovém zrychleni nezévisly. To je jedna z péknych vlastnosti
obecnych feseni a dobry duvod, pro¢ je preferovat pred prubéznym dosazovanim konkrétnich
hodnot.

r=

T

Viktor Materna
materna@vyfuk.mff.cuni.cz

Uloha IIL5 ... Nedostavény obchvat 7 bodi; (chybi statistiky)

Meésto Vyfuckov lezi na hlavni cesté mezi Prahou a Brnem, tedy vétsina aut, kterd jim projizdi,
se snazi dostat ze severu na jih. Bohuzel vSak méstem protéka ve sméru z vychodu na zapad
reka.

Aby auta nejezdila méstem, rozhodli se ve Vyfuckové stavét obchvat. Jelikoz se ale zastupi-
telé severni a jizni ¢dsti nedohodli, zacali ze severu stavbu obchvatu zapadnim smérem a z jihu
zacali stavét z vychodni strany, pricemz oba obchvaty dostavéli az po most pres reku (stary
most v centru béhem stavebniho Silenstvi strhla povoderi). Pro prijezd ze severu na jih tedy
zbyly dvé moznosti, vyuzivajici vzdy na jednom brehu obchvat a na druhém priijezd méstem.

Kazda c¢ast obchvatu je kapacitni a cesta po ni trva 30 minut bez ohledu na to, kolik aut
Jji vyuziva. Druhou cast cesty vsak ridi¢i musi jet méstem, kde cesta trva 4 minuty za kazdych
100 aut, které po dané silnici projizdéji jednim smérem.

1. Méstem kazdé rano projizdi jednim smérem 1 000 aut, jejichz ridi¢i maji chytré navigace,
tedy si kazdy z nich zvoli nejvyhodnéjsi cestu véetné dopravniho vytizeni: bud obchvatem
a pak méstem z jedné strany, nebo méstem a pak obchvatem z druhé strany (most pres
feku mésto-mésto pro auta neexistuje). Jak dlouho bude kazdému fidic¢i trvat prijezd
méstem? Nakreslete si diagram cest.

2. Novy primator se rozhodl ¢asti usmirit, dopravni situaci vyresit a vybudovat tunel, kte-
ry nedostavéné c¢dsti obchvatu propoji. Tato vymozenost dokonale spojuje cesty v piilce
mésta: tedy kdyz auto zacne jet po obchvatu, miize pokracovat bézné méstem, nebo pro-
jet tunelem na druhou c¢ast obchvatu. Ale i kdyz zacne cestu méstem, miize se v piilce
rozhodnout, jestli bude pokracovat po obchvatu jako bézné, nebo projede tunelem a zase
pojede méstem. Priijezd tunelem trva 3 minuty bez ohledu na to, kolik aut jim projizdi.
Jak dlouho bude nyni kazdému ridic¢i trvat nejvyhodnéjsi trasa?
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3. Vyfucek se rozhodl primatorovi ukézat, co svou iniciativou provedl, a to jak jinak nez
pomoci fyzikalniho modelu. Vzal tedy dvé pruzinky o tuhosti k = 0,25N-cm™! a poc4-
tecni délce témér nulové, na kazdou navazal provazek dlouhy 30 cm a pruzinky propojil
provazkem dlouhym 3 cm. Sestava tedy odpovidala méstskym cestam, kde provazky jsou
tunel/obchvat a pruzinky cesta méstem. Na obé pruzinky zdroveri pak Vyfucek povésil
zavazi ptsobici silou 10 N.

Obr. 17: Vyfucktav model s pruzinkami

Jaka bude vzdalenost zavazi od bodu zavesu? Nejspis budete muset pouzit vztah pro
skladani tuhosti dvou sériové visicich pruzinek.

4. Vyfucek poté vzal niizky a kratky provazek 3 cm prestrihl. Co se stalo se zavazim? Jak tato
situace odpovida dopravni situaci popsané vyse (tj. které ,,pruzinkové® veli¢iny odpovidaji
kterym dopravnim)?

Predpokladejte, Ze pruzinky maji nulovou klidovou délku.

1. Auta jedouci jednim smérem maji na vybér dvé moznosti. Jako prvni budeme uvazovat
cestu nejdiive pres obchvat a poté pres mésto, jako druhou moznost nejdrive pres mésto
a poté pres druhy obchvat. V pripadé, kdy je v obou moznostech pocet aut na trase stejny,
je stejny 1 ¢as potfebny k prekondni cesty v obou moznostech — ty jsou totiz symetrické
(coz je mimo jiné viditelné i na diagramu).
Intuitivné plati, Ze se auta rozdéli na dvé poloviny, tedy na kazdé z moznosti bude 500 aut.
Pojdme to trochu lépe vysvétlit: predstavme si, ze jednou trasou jede vice aut nez druhou.
To je vSak v rozporu se zadanim, v takovém pripadé by néktery z ridica na delsi trase
prejel na kratsi, ¢imz by si usettil ¢as. Proto se nutné dostaneme do situace, kdy si ridici
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nemohou zkratit ¢as, tedy obé cesty trvaji stejné, takze vSude je stejné aut. Cesta potom
kazdému ridici trva:

t=to +tm = 30min + 4 min - % = 50 min,

a to v obou moznostech. Jako to myslime ¢as straveny v obchvatu, jako tm ve mésté.
2. Ve vysledku zde mame ¢tyfi riizné moznosti. Prvni moznosti bude opét cesta obchvat—

meésto, druhou opét mésto—obchvat, treti nové obchvat—tunel-obchvat a ¢tvrtou mésto—

(v takovém p¥ipadé bychom mohli rozdélit auta na ¢tvrtiny a kazd4 cesta by trvala stejné).
Pro prvni moznost bude doba prijezdu:

t1 =10 +tm2,
kde za tm2 bereme cas straveny v druhé poloviné mésta. Pro druhy piipad analogicky:

to =t +to -

Déle pro treti pripad:
ts = 2to +tT = 2 - 30 min + 3 min = 63 min,
pricemz tr je doba stravend v tunelu. Pro ¢tvrty pripad plati:

tg = tv +tm2 + i1

Jedind z moznosti, kterd je zcela nezdvisld na poctu aut, je tfeti moznost. Prijezd tudy
by vsak trval prehnané dlouho, proto zkusime tuto moznost vyloucit — pokud by vysel
vysledny cas prujezdu vic, nez cas pro treti moznost, pak by byl nas predpoklad %)atny.
Auta se tedy rozdéli tak, aby byl ve vSech (tfech) moznostech ¢as prijezdu stejnys tedy
plati:

t1 =12 =14.

Z rovnosti prvnich dvou moznosti dostavame:

tm1 = tme =t

15Pro stejny ¢as prijezdu viemi trasami lze argumentovat podobné jako v prvni otdzce.
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(oba ¢asy jsme si oznadili jako tar) coz mizeme dosadit do rovnosti to = t4:

to +tm = 2tm + t1,
tm =to — tT = 27 min.

7 toho lze vypocist celkovy ¢as prujezdu, ktery si oznacime T

ti=to=t4 =T =to +tm = 2to —tT = 2-30min — 3min = 57 min.

Celkovy c¢as prujezdu tedy bude vzdy 57 min, coz je méné nez 63 min v nevyuzité moznosti.
Aby vsak tento ¢as mohl platit, musime si jesté ovérit, zda se shoduji pocty projizdéjicich
aut. Pro tm = 27 min plati:

n . t
= — -4 =100 -
M 100 min = n 00 Tmin

coz je pocet aut projizdéjicich jak prvni, tak druhou ¢asti mésta. Plyne z toho, Ze obchvatu
vyuzije v prvni, resp. v druhé moznosti 325 aut, coz dava smysl, protoze obé moznosti
jsou symetrické.

= 675aut,

3. Nyni fesime tlohu s pruzinkami, kterd je analogickd pravé vyfesené uloze. Na kazdou
z pruzinek plsobi stejnd sila o velikosti:

F=El,

kde [ je natazena délka obou pruzinek. To si vyjadiime:

F
ZIE:40CH1.

Tato hodnota je ale vyssi nez délka lanka, coz znamend, ze se pruzinky plné nenapnou
a zdvaz{ bude drzeno z velké ¢asti pouze provdzky (kromé té tihy, kterd pruzinky natdhne
tak, aby se svoji délkou vyrovnaly proviazkum). Mezi lanky je vSak jesté kratky provazek,
ktery bude natazen horni pruzinkou, a tim padem zvedne druhy provazek o svou délku.
Vysledné vzdalenost zavazi od bodu zavésu tedy bude:

L=2-30cm—3cm=>57cm.

4. Prestfihne-li Vyfucek kratsi provazek, pak nastane situace, kdy je zdvazi zavéseno na
dvou systémech — pruzinka-lanko a lanko—pruzinka. Oba dva systémy jsou symetrické,
tim paddem se tiha zévazi rozdéli rovnomérné. Na kazdou pruzinku tedy pusobi polovina

sily a prodlouzi se o:

F
l=ﬂ=20cm.

K celkové vzdalenosti od bodu zavésu pak jesté musime pricist délku lanka:

L=14+30cm =50cm.

Vzdalenost zavazi od bodu zavésu mulzeme srovnavat s celkovou dobou priijezdu. Delsi
lanka pfedstavuji obchvaty (30 cm = 30min), kratsi tunel (3 cm = 3min). Pruzinky jsou
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pak se zvysujici se zatézi ¢im dal delsi, a tedy doba potiebnd k prijezdu jimi predsta-
vovanym usekem se prodluzuje, coz odpovidd méstskym tsekam. Jelikoz délku pruzinky
bereme jako ¢as potiebny k piekonédni tiseku (1cm < 1min), pak muzeme pusobici silu
brat jako pocet aut (1N < 100aut), a tim pddem prevracenou tuhost pruzinky k jako
zvyseni doby prujezdu na pocet projizdéjicich aut (1 cm-N~! < 100 min-autfl), Vysledky
jsou pak analogické — tieti podtuloha odpovida druhé a ¢tvrta odpovidd prvni.

Zakony jesté formulujeme matematicky, coz lépe zdurazni jejich podobnost. Pro pruzinku
mame:
I=F. 1
= -

Pro dobu prijjezdu ¢, podet aut N a prijezdnost p (prujezdnost definovanou jako doba
prijezdu vztaZend na pocet projizdéjicich aut) médme tento vztah:

t=N-p.

Tuto dlohu bychom mohli oznacit za priklad Braessova paradoxu — po odstranéni tunelu
doslo k zdhadnému zlepSeni provozu (pfestoze kazdy z ridic¢u si volil pro néj nejvyhodnéjsi
trasu). Braessiv paradox vychdzi z tzv. Nashovy rovnovdhy, tedy stavu, kdy uz zddny
z Ucastnikil nemize svou situaci jednostranné zlepsit (tj. nasi ridic¢i). Pfitom z hlediska
celkového vykonu provozu tseku neni Nashova rovnoviaha nejlepsim fesenim. Pti nepro-
mysleném pridévani dalsich dopravnich spoju se tedy dopravni situace miize paradoxné
zhorsit.

Naopak pokud by se fidi¢i nerozhodovali podle Nashovy rovnovahy, mohla by se tak situ-
ace pro Cast Tidi¢u mirné zhorsit, zatimco pro druhou ¢ast vyrazné zlepsit, a doslo by tak
ke zlepseni celkového vykonu dopravy useku. Ve Vyfuckové modelu byl tento paradox vy-
jadren pomoci zmény zapojeni pruzinek — v prvnim piipadé sériové, ve druhém paralelné.
Pti paralelnim zapojeni se tiha rozlozi, a tim pddem se pruzinky tolik neprodlouzi.

I~

Pokud by tidi¢i byli dokonale koordinovani (napiiklad pomoci samotidicich aut), mohli
by se v urcitych pripadech shodnout a naleznout feSeni optimélni pro vsechny: to by
odpovidalo tomu, kdyby po postaveni tunelu ve mésté ho tidici ignorovali. Museli by se
na tom nicméné vsichni shodnout, coz je velmi nepraktické.

Dalsimi dopravnimi paradoxy jsou napriklad Pigou-Knight-Downsuv paradox a Downs-
Thomsonuv paradox. Pigou-Knight-Downstiv paradox tvrdi, ze rozsitovani kapacity silnice
nemusi nutné znamenat vyssi efektivitu dopravy, jelikoz se doprava miuze presunout na
vedlejsi silnici. Navic vice silnic motivuje lidi k ndkupu aut, coz provoz jesté zhorsi. Downs-
Thomsonuv paradox je velmi podobny — pri rozsiteni kapacity soukromého tiseku se mirné
snizi zatéz verejného tseku a naopak silné zvysi zatéz soukromého tseku, coz ma ve
vysledku pokles efektivity dopravy. Tyto paradoxy vSak narozdil od Braessova nepocitaji
s Nashovou rovnovdhou.

Tomds Patsch
patscht@vyfuk.mff.cuni.cz

Uloha IILE ... Cinknuta kostka 7 bodii; (chybi statistiky)
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Bavi vds hrat Clovéde, nezlob se? Vétsina lidi odpovi ano, jen
kdyz zrovna vyhrava. K vyhre vSak potfebujeme poradnou davku
Stésti. A nebo si to Stésti miuzeme néjak pojistit. . .

Vyrobte si tzv. cinknutou kostku, na které padaji Sestky casté-
Jji nez ostatni c¢isla. Kostka by ale neméla byt moc napadna, tézko
by si s vami nékdo zahral, kdyby nehézela nic jiného nez sestky.
Pokuste se proto, aby relativni ¢etnost hozeni Sestky (podil po-
¢tu hodi, kdy padla Sestka, a poctu vsech hodii) byla co nejblize
jedné tretiné. Jednicka by méla naopak padat co nejméné.

Miizete jak upravit obycejnou kostku, tak od zédkladu vytvo-
Fit novou (napr. z papiru). Peclivé popiSte sviij postup vyroby
i vyslednou stavbu kostky a zmérte relativni ¢etnost hozeni jed-
notlivych ¢isel. Je pro hodnoty mimo Sestku a jednicku vase kost-
ka spravedliva?

Teorie

Hraci kostka mé tvar krychle s oc¢islovanymi sténami. Byva zvykem, ze soucet Cisel na kazdych
dvou protéjsich sténdch je 7. Sestka tedy je na proté&jsi sténé od jednicky. Toho miZzeme vyuzit
a zménit tak, jak casto budou tato protéjsi cisla padat.

Kdyz hodime kostku na néjakou rovnou tvrdou podlozku, doddme ji tim urcitou pohybovou
energii, kostka se vétSinou roztoc¢i a zacne se kutédlet po podlozce, ptipadné se dokonce muze
i nékolikrat odrazit. Pti kontaktu s podlozkou vsak postupné kvuli tfeni zpomaluje az do chvile,
kdy uz nema dost energie, aby se opét preklopila. Nakonec vzdy ztistane lezet ve stabilni poloze.
Takovychto stabilnich poloh mé kostka Sest, muze lezet na jedné z jejich Sesti stén.

kostku bude snazsi preklopit se na jinou sténu. Jednickou nahoru bude tedy padat méné casto.

Abychom zjistili, jak ¢asto dané ¢islo padé, musime samoziejmé kostkou héazet opakované.
Z vysledki potom vypocitame relativni ¢etnost hozeni daného ¢isla tak, ze pocet hozeni daného
¢isla vydélime celkovym poctem hodi. Relativni ¢etnost by méla i pfi mérenich s riznym poctem
hodii vychazet pordd piiblizné stejné. Cim vétsi bude podet hodt, tim by se méla hodnota
relativni Cetnosti ustalovat. Naptiklad u dokonale vyvazené kostky by pii dostatecném poctu
méreni méla relativni cetnost hozeni kazdého cisla vyjit jedna Sestina.

Viyroba kostky

Aby se ndam s kostkou lépe pracovalo a mohli jsme ji vyvazit podle podminek v zadani, vyrobili
jsme si vlastni novou kostku. Kdybychom jako zéklad pouzili hraci kostku z néjaké hry, je velka

Kostku vyrobime z tvrdého kanceldrského papiru. Z néj vystiihneme sit krychle s délkou
hrany 2 cm. Pak popiSeme stény ¢isly od jedné do Sesti tak, aby na protéjsich sténach byl soucet
cisel 7. Ke sténé s jednickou potom prilepime z vnitini strany dalsi ¢tverecek papiru, takze tato
sténa bude mit dvé vrstvy a bude dvakrat tézsi nez ostatni. Pak uz staci jen kostku slepit
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vidét na obrazku

dohromady kousk@kepici pasky a mame hotovo. Zvenku vypada kostka tuplné obycejné, lze ji

Obr. 18: Cinknuté kostka

Meéreni

Na rovném stole hazeme kostkou a zapisujeme, kolikrat které ¢islo padlo. Celkem takto kostkou
hodime dvéstékrat. Behem méteni je dilezité dbat na to, abychom kostkou hazeli stale priblizné
stejnym zpusobem (ale dostateéné ndhodnym) a hlavné aby se kostka opakovanym hézenim
neposkodila nebo nezdeformovala. V tom pfipadé by se mohly zménit jeji vlastnosti a méreni
(¢i dokonce vyrobu kostky) bychom museli zopakovat.

Cislo | Poget dopadit Relativni ¢etnost
%
1 11 55
2 33 16,5
3 36 18,0
4 31 15,5
5 25 12,5
6 64 32,0

Tab. 2: Absolutni a relativni ¢etnosti hozeni jednotlivych ¢isel.

7 tabulky E vidime, Ze — jak jsme i chtéli — Sestka padd v pruméru dvakrat castéji nez cisla
od dvojky do pétky. U jednicky se ndm podafilo dosdhnout relativni cetnosti 5,5 %, takze ve
100 hodech by jednicka méla padnout prumérné pétkrat nebo Sestkrat. Sice se ndm nepovedlo,
aby jednicka nepadala viubec, ale stile padala ve srovnani s ostatnimi ¢isly zhruba t¥ikrat méné
casto.

Pro ¢isla mimo jednicku a Sestku jsme nenamérili stejné hodnoty. Trojka padla 36krat,
zatimco pétka jen 25krat. Mohlo to byt zpisobeno jak ndhodnymi vlivy pfi hazeni, tak tim, ze
kostka nebyla tplné dokonale vyvazen4.
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Zavér
Hézeni kostkou je déj, jehoz vysledek velmi zavisi i na drobnych rozdilech v jeho pribéhu —
napf. natoceni kostky pred hodem, rychlost a zptisob hodu, nerovnosti podlozky. Pfesto mtizeme
V nasem experimentu jsme vyrobili kostku se sténou s jednickou ptiblizné dvakrat tézsi nez
ostatni stény. Kostka poté padala ¢astéji Sestkou nahoru, ve 32,0 % hodt. To je zhruba dvakrat
vice nez ostatni ¢isla 2 az 5, kazdé padlo v priméru v 15,6 % hodu. Sténa s jednickou, které
Pro vyrobu kostky jsme pouzili pomérné hrubou metodu, kdy jsme kostku pouze slepili
z papiru a jednu stranu odhadem zatizili jednou vrstvou papiru navic. Kostku by slo jesté
lépe vyvazit pouzitim pevnéjsiho papiru a peclivéjsim slepenim. Ale vyrazné lepsi kostku touto
metodou nevyrobime.

Pavla Simovd
paja@vyfuk.mff.cuni.cz

Uloha IIL.V ... Zafeni hvézd 7 bodi; (chybi statistiky)

1. Chemici nalezli ve spektru ¢aru H-epsilon — prechodem elektronu mezi kterymi hladinami
vznikla tato ¢dra? Vypoctéte pomoci Balmerova vzorce, na jaké vinové délce tuto ¢aru
v laboratornich podminkdch najdeme. Dale spoctéte, jakou energii ma foton vyzareny
timto prechodem.

2. Astronomové pozorovali vzdalenou galaxii a ziskali spektrum, které vidite na obrazku. Na
jaké vinové délce najdeme caru H-alpha? Pomozte astronomum spocitat radialni rychlost
dané galaxie, kdyz vite, ze laboratorni vinova délka ¢ary H-alpha je Ao = 656 nm. Pohybuje
se galaxie smérem od nds, nebo se priblizuje?

Prestoze to pro reseni této ulohy neni diilezité, povsimnéte si velic¢iny na svislé ose. Zakladni
veli¢inou observacni astronomie je intenzita, ktera udava vykon zareni na jednotku plochy
pozorovaciho pristroje a jednotku vinové délky nebo frekvence, pro danou tthlovou vysec zdroje.
Napriklad kolik watti prichdzi na metr ¢tverecni na nanometr z dané ithlové vysece Slunce.

Zde je na svislé ose vynesena hustota zarivého toku, coz je vykon vztazeny na jednotku
plochy a vinové délky, ale z celého zdroje — neni tedy vztazena na jednotku prostorového thlu.
V astronomii se nékdy setkame s neobvyklymi jednotkami. Jedna se o poziistatek soustavy cgs
(centimetry-gramy-sekundy), kterd byvala v experimentélni fyzice po dlouhou dobu pouzivdna.

Jednotkou energie v cgs soustavé je erg, ktery odpovidd 10~7 J. Vinova délka se nékdy méri
v jednotce zvané Angstrém, coz je 107'° m, tedy desetina nanometru. Za jednotku plochy byl
zvolen Ctverecni centimetr.

1. H-epsilon je spektralni ¢ara z Balmerovy fady. Cary v této posloupnosti vznikaji pfecho-
dem elektronti z n-té energetické hladiny na druhou. Prvni z této posloupnosti je ¢ara
H-alpha, kterd vznikne prechodem z tieti hladiny na druhou, H-beta pak odpovida pre-
chodu mezi ¢tvrtou a druhou atd. V nasem ptipadé je ¢ara oznacend pismenkem epsilon,
to je paté pismeno v fecké abecedé, jednd se tedy o patou Caru ze série a vznikd pri
prechodu ze sedmé energetické hladiny na druhou. Mame tedy n = 7 a po dosazeni do
Balmerova vzorce tedy zjistime, ze vinova délka vyzaireného fotonu je:

n2

n? —

A=Ap- 4i397,0nm.
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Obr. 19: Zavislost hustoty zarivého toku na vlnové délce s vyznacenymi spektralnimi carami.

Jen pro Uplnost pripomerime, ze Ag = 364,6 nm. Déile potfebujeme spocitat energii fotonu
o této vlnové délce. Plati:

E=hf,

kde h = 6,626-1072* J-s je Planckova konstanta a f je frekvence fotonu, kterou prevedeme
na vlnovou délku pomoci vztahu ¢ = Af. Jen pro zajimavost (opravdu jen pro zajimavost,
pro Uspésné feseni této tdlohy toto nebylo tfeba) nastinime, z ¢eho tento vztah plyne.
Vinéni je obecné sifeni néjakych poruch. Touto poruchou mohou byt zmény vysky vodni
hladiny, zhustovani a zfedovani molekul vzduchu (zvuk) nebo zmény velikosti elektro-
magnetického pole. Pokud se poruchy pravidelné opakuji, mizeme jim prifadit néjakou
¢asovou periodu T' = 1/f. Ukazuje se, ze fotony jsou zmény elektromagnetického pole,
a tyto zmény maji tim vyssi energii, ¢im vétsi maji frekvenci.

Rychlost sifeni vlnéni ¢ si muzeme predstavit tak, ze za Cas T urazi vlna vzdalenost
odpovidajici jedné prostorové periodé, coz je vlastné vlnova délka, tedy: A = cT' = ¢/f.
Energie naseho fotonu pak je:

hec _ he n?—4

E=25

i =5,004-107°7.
B

2. Z grafu vyCteme, ze pozorovana vlnova délka ¢ary H-alpha je pfiblizné A = 740nm. Je
tedy vétsi oproti laboratorni délce, z ¢ehoz plyne, ze se galaxie vzdaluje. Jesté spocitame
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velikost rychlosti ze vztahu pro Doppleruv jev:

0,13¢=3,9-10"ms '

Pro zvidavé Ctendre opét uvedeme, jak se dd pouzity vzorec odvodit. Predstavme si, ze
misto vlnéni vysila zdroj zareni kratké impulzy s frekvenci fo = %0 Tyto impulzy se sifi
prostorem rychlosti ¢ vzhledem k pozorovateli (nejednd se o rychlost ¢ — v, jak bychom
ocekavali, pozorovani ukazuji, Ze svétlo se Sif{ stejnou rychlosti vzhledem ke vSsem pozoro-
vatelim nezévisle na jejich relativnich rychlostech, je to i jeden z postuldtu specidlni teorie
relativity). Kdyby se zdroj nepohyboval, byly by impulzy od sebe vzdéleny o Ao = ¢Tp.
Pohyb vsak zpusobi, ze se pred vyslanim dalsiho impulzu zdroj presune o vzdalenost v1j.
Tim se vlnova délka prodlouzi na:

)\ = )\0 +v- To s
kde po dosazeni Ty = f%) = ’\c" a nékolika tpraviach dostaneme nami vyuzity vztah:
A
A=Ao=v-22,
c
B _ A — )\0
C - )\0

Jirt Kohl
jirkak@vyfuk.mff.cuni.cz

sérii

Kategorie Sestych rocnikii

jméno skola 12345EV III b

Student Pilng MFF UK 556677 7 43 129
1. FEliska Knopfovd Bratrska skola, Praha?v - — — — — - - 29
2. Emma Buresovd Jirdskovo G, Nachod - — - - - - 25
3. Dat Nguyen Wichterlovo G, Ostrava ~ — — — — — - - 5
4. Viaclav Prachar G, Omska, Praha - = = - - - 4
5. Anezka Prachartovd 7S V Rybnickach, Praha 10 - - = - - - 3
Kategorie sedmych rocCnikii

jméno skola 12345 EV III h

Student Pilny MFF UK 556677 7 43 129
1. Petr Bartak Slovanské G, Olomouc - — - - — - 66

36


mailto:jirkak@vyfuk.mff.cuni.cz

Korespondencni seminai MFF UK pro zakladni skoly roc¢nik XI ¢islo 5/7

jméno skola 12345 EV III b
Student Pilng MFF UK 55667 7 7 43 129

2. Lucie Kohoutkovd Masarykovo G, Plzen -——— - - - — 47

3. Alzbéta Sochorovd G, Blovice -——— == - - - 27
4.—5. Eva Kundratovd 7S Komenského II Zlin -———-—— - - - 26
4.-5. Zuzana Kyjrovd 7S ném. Svornosti, Brno -——— == - - - 26
6. Julie Krémarovd G Volgogradska 6a, Ostrava - — — — — - - - 24

7. Lukds Hobza G O. Havlové, Ostrava - - = - - - 23

8. Petr Urvdlek 7S Sokolovska, Mnichovo Hradisté - - = - - — 14

9. Juraj Stefina CZS sv. Gorazda, Presov - = - - - 12

Kategorie osmych rocnikii

jméno skola 12345EV III 2
Student Pilng MFF UK 5667 7 7 38 114

1. Kosma Satdnek 7S a MS Teleci - - - - - = - 72
2. Lucie Endlovd G O. Havlové, Ostrava - = = = - 67
3. Jan Herzig G J. S. Baara, Domazlice - = = = - 59
4. Kamilo Tomads G Jana Keplera, Praha - - — — — - - - 57
5. Marie Steinhauserovd ZS Strmilov - — — - - — 40
6. Kldra Souza de Joode G Jana Keplera, Praha -——— - - - - 39
7. Vojtéch Cerny G Jana Keplera, Praha - — — — — - - - 34
8. BozZena Lednickd G O. Havlové, Ostrava -——— = - - - 30
9. Pavel Ktivy G a SOS, Frydek-Mistek - = = - 27
10. Natdlie Jochovd G Masarykovo nam., Trebic = — — — — — - - - 22
11. Petra Silerovd G Nad Kavalirkou, Praha - - = - - - 17
12. Michaela Urbanovd G F. X. Saldy, Liberec -—— = - - — 16
13. Lenka Hromddkovd G, Hlinske - = - = = - - - 14

Kategorie devatych rocniki

jméno skola 12345EV III 2
Student Pilng MFF UK 5667 7 7 38 114
1.—2. Lada Srpovd G Volgogradska 6a, Ostrava - — — — — - - - 76
1.—2. Stela Srpovd G Volgogradska 6a, Ostrava -——— - - - - 76
3. Veronika Mensikovd  Arcibiskupské G, Praha -——— == - - - 72
4.-5. Jiri Prec G J. A. Komenského, Uh. Brod - - — — — - - - 68
4.-5. Damian Satdnek zZS a MS Teleci - - - - - - - - 68
6. Vojtéch Zielina G, Ttinec -——— = - - - 67
7. Ludmila Sirovd Mensa G, Praha6 - — — — — - - - 66
8. Patrik Poschl ZS Skolni ul., Hrddek nad Nisou =~ — — — — — - - - 61
9. Helena Muchovd G Jana Keplera, Praha - - - - - 59
10. Jana Jackaninovd G O. Havlové, Ostrava - — — — — - - — 58
11. Filip Cerng G F. X. Saldy, Liberec - — — — — - - — 53
12. Vojtéch Jandcek G F. X. Saldy, Liberec - — — — — - - — 51
13. Mikulds Vican 7ZS T. G. Masaryka Tfebi¢ - — — — — - - — 48
14. Michal Dobrovolny G Masarykovo ndm., Tfebic - — — — — - - - 44
15. Mark Joly G, Havlickuv Brod - = - - — 43
16. Simon Mach G, Havlickuv Brod - — - - - - - - 40
17.-18. Sofie Prchalovd G, Sumperk - = = - 35
17.—18. Marie Sdra Stejskalo- G Na Prazacce, Praha -——— == - - - 35
vd
19. Vit Novdk ZS Chysky - = = = = - - - 33

37



Korespondencni seminai MFF UK pro zakladni skoly roc¢nik XI ¢islo 5/7
jméno skola 12345 EV III b

Student Pilnyg MFF UK 5667 7 7 38 114

20. Vojtéch Novosad G a SOSPg Jeronymova, Liberec =~ — — — — — - - - 32

21. Jindrich Anderle G, Budéjovicka, Praha -——— - - - - 30
22.—23. Nikola Jarosovd ZS a MS Dolni Loucky -——— - - - - 27
22.—23. Jana Vestfilovd G a SOSPg Jeronymova, Liberec -——— - - - - 27
24. Natdlie Kamenickd 7S E.Krasnohorské, Usti nad Labe -——— == - - - 26

25. Tereza Nejezchlebova G Dasicka, Pardubice = - — — — — - - - 24
26.—27. Tomds Rehdk G Brno, ti. Kpt. Jarose 00— — — — — - - - 22
26.-27. Ester Slapotovd G Frydeckd, Cesky Tésin - — — — — - - - 22
28. Alexander Spdleny Slovanské G, Olomouc - — — — — - - - 21

29. Barbora Bouberlovd 7S Bavorovska, Vodtiany 00— — — — — - - - 19

30. Adam Mikulic G, Havlickuv Brod - — - - - - 17

31. Tomds Zvoldanek ZS V Sadech, Havli¢ktv Brod - — - - - — 16

32. Patricie Labutovd G B. Némcové, HK - — — — — - - - 11

33. Amelie Vitkovd G a SOSP, Caslav - — — — — - - - 9

34. Zaneta Rozhonovd 7S Strakonice, Dukelskd = - — — — — - - — 8
35.—36. Jiri Janda 7S Horacké ndmésti, Brno = - — — — — - - — 7
35.—36. Marek Janda 7S Horacké ndmésti, Brno - — — — — - - — 7
37. Meldnie Bouskovd G Pod Svatou horou, Pfibram - - - - - - - 5

Korespondencni seminar Vyfuk

V Holesovickach 2
18000 Praha 8

UK, Matematicko-fyzikalni fakulta

https://vyfuk.mff.cuni.cz
vyfuk@vyfuk.mff.cuni.cz

Vyfuk je také na Facebooku !i
https://www.facebook.com/ksvyfuk

WWW:
e-mail:

Koresponden¢ni semindr Vyfuk je organizovian studenty a prateli MFF UK. Je zastiesen
Oddélenim propagace a medidlni komunikace MFF UK a podporovan Katedrou didaktiky
fyziky MFF UK, jejimi zaméstnanci a Jednotou ¢eskych matematiku a fyziku.

Toto dilo je sifeno pod licenci Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported.
Pro zobrazeni kopie této licence navstivte https://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/.

38


https://vyfuk.mff.cuni.cz
mailto:vyfuk@vyfuk.mff.cuni.cz
https://www.facebook.com/ksvyfuk
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/

	Zadání V. série
	1: WEGO
	2: Zajímavá čísla
	3: Blízká setkání matfyzího druhu
	4: Yeet
	5: Uhlí patří pod zem
	E: Měrná tepelná kapacita brambor
	V: Virtuóz

	Seriál: Hudební teorie
	Úvod
	Tón
	Harmonická řada
	Značení tónů
	Výška tónu
	Temperované ladění
	Hlasitost tónu
	Souzvuky
	Hluk
	Konsonance
	Akordy

	Pokračování
	Rezonance vyšších harmonických
	Transpozice
	Libozvučnost
	Zázněje
	Délka tónu

	Tóniny
	Chromatická stupnice
	Pentatonické stupnice
	Diatonické stupnice

	Závěr

	Řešení III. série
	1: Jít, či nejít?
	2: Mozková smrt
	3: Sypká věž
	Řez kuželem
	Řez komolým kuželem

	4: Hodiny se šiškami a kukačkou
	5: Nedostavěný obchvat
	E: Cinknutá kostka
	Teorie
	Výroba kostky
	Měření
	Závěr

	V: Záření hvězd

	Pořadí řešitelů po III. sérii
	Kategorie šestých ročníků
	Kategorie sedmých ročníků
	Kategorie osmých ročníků
	Kategorie devátých ročníků


