Vyfuk Serial IX.III Vrhy

% ﬁ? Viyfucteni: Vrhy
=

Vrh je pohyb télesa v gravitacnim poli, pti kterém na téleso piisobi jen gravitacni sila a odporova
sila prostiedi. Druhou zminénou silu mnohdy pro jednoduchost zanedbdvame mimo jiné proto,
ze méa pri nizkych rychlostech maly vliv. Typicky se bavime o vrzich v gravita¢nim poli Zemé
pri rychlostech vyrazné mensich nez prvni kosmickd rychlost. Tim, Ze zanedbdme odporové
sily prostfedi (na Zemi se obvykle jednd o vzduch), miuzeme vrh povazovat za probihajici ve
vakuu. Je tedy snadno popsatelny jednoduchymi matematickymi vztahy. Casto také pro Gplnost
uvazujeme, ze gravitacni pole je tzv. homogenni, coz znamena, ze ptisobi ve vsech mistech stejné.
Takto o ném muzeme mluvit napriklad pfi povrchu Zemé, kde nepozname, Ze je zakfiveny
(gravitacni sily prece jen mifi do stfedu na$i planety, ale na tak malém kousku Zemé se to
neprojevi).

Uvazujme hmotny bod (téleso — naptiklad mi¢, jehoz rozméry jsou zanedbatelné, a proto
jsme ho nahradili bodem v prostoru, nejéastéji to byva tézisté), kterému v gravitaénim poli
Zemé udélime pocéteéni rychlost vy ve sméru charakterizovaném thlem « (« je elevacéni dhel,
tedy thel mezi rovinou zemé a smérem pocédteéni rychlosti bodu). Na tento hmotny bod déle
pusobi uz jen nemeénici se tihova sila Fy = mg ve svislém sméru. Klicové je uvédomit si, ze
hmotny bod kona dva pohyby, které jsou na sobé nezavislé. V prvni fadé je to rovnomérny
primocary pohyb rychlosti vg ve vodorovném sméru, a pak také rovnomeérné zrychleny volny
pad ve svislém sméru. Je to ddno tim, ze na bod nepusobi zadné sily ve vodorovném sméru,
a tak v tomto sméru musi mit stale stejnou rychlost. Naopak, ve sméru svislém bod urychluje
tihov4 sila, proto se jednd o rovnomérné zrychleny pohyb dolu (volny pad).

Kdyz se zamyslime nad jednotlivymi veli¢inami, které jsou pro popis pohybu hmotného
bodu dulezité, uvédomime si, ze prubéh vrhu bude nejvice ovliviiovat pravé takzvany elevaéni
thel «, ktery svird smér pocatecni rychlosti vg s vodorovnou rovinou. V zavislosti na tomto
thlu rozlisujeme celkem 5 zékladnich typt vrhi.

e Vrh svisly vzhiru (o = 90°)

e Vrh Sikmy vzhiiru (90° > o > 0°)
e Vrh vodorovny (a = 0°)

o Vrh sikmy dola (0° > a > —90°)
o Vrh svisly doli (a = —90°)

Diky symetrii se dokdzeme vypotradat se situaci pro tthel od 0 do 360 stupnu. Vrhy se snazime
obvykle popsat za tcelem zjisténi konkrétnich parametri. Nad rdmec zdkladnich charakterizuji-
cich veli¢in nds muze zajimat napiiklad okamzitd vyska h nad zemi, maximalni vyska hmax nad
zemi a horizontéalni vzdalenost d, kam bod doleti. Nesmime zapominat na cas ¢, ktery téleso leti
a ke kterému danou situaci obvykle vztahujeme. Vyzbrojeni zédkladni teorii se muzeme podivat
na jednotlivé typy vrha.
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Svisly vrh vzhiiru a dolii

U svislého vrhu je eleva¢éni tihel @ = 90° a odpovidd napf. pripadu, kdy néco vyhodime nad
hlavu a snazime se, aby pfedmét dopadl zpatky do nijak nepfesunuté ruky, tudiz se hmotny
bod pohybuje v case to = 0s kolmo k vodorovné roviné. Hmotny bod pfi svislém vrhu bude
mit také trajektorii kolmou k vodorovné roviné, protoze takovy hmotny bod bude mit pouze
vertikalni rychlost. U tohoto typu vrhu nas mohou zajimat tyto velic¢iny:

e Doba vystupu t, = v,
g

Tento matematicky vztah snadno odvodime ze vztahu mezi zrychlenim a rychlosti pro
rovnomérné zpomaleny pohyb s pocatecni rychlosti vo, za ktery muzeme v tomto pripadé
pohyb hmotného bodu az do jeho zastaveni povazovat.

e Doba letu tq = 2t,.

Po zastaveni hmotného bodu ve vysce hmax za¢ne hmotny bod opét okamzité zrychlovat
v opacném sméru. Vystup a sestup jsou zaménitelné pohyby. Kdybychom si zdznam se-
stupu nahrali a pustili pozpatku, bude se ndm zdat, Ze sledujeme vystup. Nez se bude
opét nachédzet v pocatecni poloze, uplyne dvojnasobek doby vystupu.

2
V)
o Maximalni vigka hmax = —.
29
Posledni matematicky vztah nejsnadnéji odvodime ze zdkona zachovani energie, protoze
vime, Ze kinetickd energie na pocatku vrhu se bude rovnat potencidlni energii ve vys-
ce hmax, nebot tam bod kinetickou energii nema. Rovnice zdkona zachovani energie pak
vypada takto:
1
Ex=FE, = imvg = Mghmax
Na zavér se kratce zamyslime nad velmi podobnym svislym vrhem doli. Koncept doby
letu, doby vystupu a maximalni vysky ztraci smysl. V case t se bude hmotny bod nachazet ve

vzdalenosti
2

1
h = vot + §mv
pod mistem hodu, kde rychlost musi mit hodnotu v = vg 4+ gt. Pohyb probihd v souladu se
zdkony rovnomérné zrychleného pohybu s nenulovou poc¢ateéni rychlosti (dokud bod ptipadné
nenarazi na zem).

Vodorovny vrh

Pfi vodorovném vrhu je thel o = 0°. Aby mély nase tivahy smysl, je zfejmé, ze hmotny bod musi
svij pohyb zacinat v néjaké pocatecni vysce h. Pro tento typ vrhi si odvodime nékolik dalsich
matematickych vztahti, pomoci kterych je budeme spolecné s jiz diive odvozenymi popisovat:

2h
e Doba letu tq = ?
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Dobu letu ur¢ime jednoduse, protoze vime, ze vyska h se rovna dréaze letu, kterou téleso
urazi volnym padem za cas letu tq. Ve svislém sméru mé téleso z definice svislého vrhu

nulovou pocatecni rychlost.
1 2h
h=-gth = ta=/—
2 g

[2h
e Horizontédlni vzdédlenost mista dopadu od mista udéleni pocatec¢ni rychlosti. d = vo4/ —.
g

Tentokrat si vzpomeneme na nezavislost jednotlivych pohybi. Predtim, nez hmotny bod
spadne na zem, muze se pohybovat v horizontdlnim sméru po cas tq. Celou dobu se také
v tomto sméru pohybuje rychlosti vy (i kdyz ve svislém sméru stéle zrychluje), proto
bude celkova urazend vzdalenost v horizontdlnim sméru pred okamzikem dopadu prave
d= ”U()td.

« Déle nds mize zajimat rychlost v okamziku dopadu vq = y/v2 + 2gh.

Uvedeny vzorec lze odvodit nékolika zpusoby, my si ukidzeme dva nejjednodussi.

Pomoci Pythagorovy véty a horizontdlni a vertikalni rychlosti za pouziti diive odvozenych
vztahu:

vq = \/’U)% +o2 = \/vg + (gta)? = \/vg +2gh.
Pomoci zédkona zachovani energie:

1 1
imv(%:imv§+mgh =  wvq = +/v3 +2gh.

Sikmy vrh vzhiiru

Nez pristoupime k zdvéru tohoto Vyfucteni, podivime se na obecnéjsi situaci, ve které nebu-
de platit, ze by byl smér pocatecni rychlosti ve vztahu k vodorovné roviné v néjaké specidl-
ni poloze. Hmotnému bodu je udélena pocatecni rychlost vo svirajici s vodorovnou rovinou
thel 90° > o > 0°. Sikmému vrhu dolfi se v tomto textu podrobnéji vénovat nebudeme, zéjem-
cium o hlubsi pochopeni problematiky vrhi doporucujeme studijni text pro fesitele Fyzikalni
olympiddy a dalsi zdjemce o fyziku®

Trajektorii vodorovného i sikmého vrhu je parabola, protoze polohu hmotného bodu popisu-
jeme v obou pripadech vztahem, ktery je ve skutecnosti predpisem kvadratické funkce. K tomu,
abychom mohli se Sikmymi vrhy déle pracovat, si budeme muset odvodit, jak se pocitaji hori-
zontalni a vertikalni polohy a rychlosti. Za¢neme s horizontalni rychlosti.

Horizontalni rychlost se za celou dobu letu neméni a my ji mizeme spocitat z pocatecni
rychlosti a ihlu a, ktery svird vektor pocatecni rychlosti tvorici pfeponu pravoihlého troja-
helniku s vektorem horizontalni rychlosti. Vektor horizontalni rychlosti je v tomto pravoihlém
trojihelniku odvésnou. Diky tomu je mozné spocitat velikost horizontalni rychlosti také pomoci
goniometrickych funkci v trojihelniku tvoreném rychlosti a jeji vodorovnou a svislou slozkou.
Pro ty, ktefi s nimi jesté nejsou zvykli pracovat, mizeme uvést i rozpis jejich hodnot do slozek.

Vox

Vx = Vg COS @ = Vg (—)
Vo

thttp://fyzikalniolympiada.cz/texty/vrhy.pdf


http://fyzikalniolympiada.cz/texty/vrhy.pdf
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Nalézt vztah pro horizontalni vzdalenost uz pak neni obtizné.
d = vxt = vot cos «

Pri odvozovani vztahu pro vypocet vertikdlni rychlosti budeme pouzivat ten stejny pra-
vouhly trojihelnik, jen vektor této rychlosti bude protilehld odvésna (tudiz pouzijeme sinus)
a nesmime zapomenout odecist rostouci rychlost v disledku ptsobeni tihové sily. Vysledny
vztah neni nic jiného nez bézny vztah pro vypocet rychlosti rovnomérné zpomaleného pohybu.

vy = vosina — gt

Analogicky jako v horizontdlnim sméru nalezneme vztah pro vertikalni vzdéalenost. Dosta-
vame opét povédomy vztah pro drdhu rovnomérné zpomaleného pohybu.

1 1
h = vot (Uﬂ) — 7gt2 = yotsina — 7gt2
Vo 2 2

Podobné jako v predchozich pripadech si na zavér odvodime vztahy pro vypocet charakte-
ristickych parametru.

e Souradnice vrcholu paraboly.

Kdyz si uvédomime, ze téleso bude na vrcholu v ten moment, kdy jeho vertikalni rychlost
bude nulovd, mtizeme lehce spocitat Cas, za ktery téleso vystoupé na vrchol.

Vo Sin «

vy =vosina—gt=0 = t,=
g

Odvozeni soutadnic vrcholu by na zakladé predchoziho textu nemélo byt slozité, a tedy
snadno zvladnutelné, proto jej pro tentokrat nechdvame na kazdém jednotlivém ctenafti
a vrhneme se na odvozeni souradnic dalsiho dtlezitého bodu.

e Soutadnice bodu dopadu.

VsSe, co ndm k odvozeni hledaného vztahu staci, je védét, ze pti Sikmém vrhu vzhiru
s nulovou pocéateéni vyskou bude ¢as letu tq opét dvakrat vétsi nez cas potiebny k dosazeni
vrcholu trajektorie. Vime, ze v okamziku dopadu bude vyska nulova. Na zavér dosadime
vztah pro Cas vystupu.

Vo sin «
g

d=2votycosa = ty,=

Vidime, Ze nejdale pfi Sikmém vrhu vzhiru dohodime, kdyZ budeme hézet pod tthlem 45°,
protoze pro tuto hodnotu tihlu je soudin sin o cos a nejvétsi (= 1). Pro zajimavost uvddime,
Ze pri zapocitani odporu vzduchu by byl tento thel o néco mensi, totiz priblizné 42°.
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A co realisticky pripad?

Vrhy tak, jak jsme se jimi doted zabyvali, byly vSechny modelovany bez odporové sily prostiedi
a v homogennim gravita¢nim poli. Neni bez zajimavosti si fict také sirsi kontext teorie vrhi,
pokud néktery z predpokladu nedodrzime.

Vrhy v nehomogennim gravitacnim poli jsou doménou orbitdlni mechaniky, tedy nauky
o pohybu kosmickych plavidel v gravita¢nim pusobeni nebeskych téles. Naopak u nebeskych
téles samotnych (napfiklad teorie obéhu Zemé kolem Slunce) mluvime o nebeské mechanice.
Jejich spojitost s vrhy se stane zrejméjsi, kdyz si uvédomime, ze raketa, kterd zaujala stdlou
uzavienou obéznou dradhu nad povrchem planety, musela byt vlastné vrzena svymi motory do
kosmického prostoru takovou rychlosti, ze by se jeji bod dopadu mél diky kulatosti planety
¢imz muze jeji trajektorii uzavrit naptiklad do kruhu.

Pokud vedeme vrh v prostfedi, u kterého nemizeme zanedbat jeho odpor (napf. hod ping-
pongového mic¢ku na velkou vzddlenost ve vzduchu), pak se kazdé téleso pohybuje trochu jinak.
Zpravidla je bod dopadu bliZe, nez je tomu u bezodporového pripadu, protoze je téleso po
celou dobu pohybu zpomalovano, a to tim vice, ¢im rychleji se pohybuje. Dulezitym pojmem
k zapamatovani, je balistickd krivka, coz je trajektorie kazdého télesa vrzeného odporujicim
prostiedim, kterd mimochodem neodpovidéa parabole, ani zaddné jiné pojmenované funkci.

Jako zajimavost muzeme uvést, ze i kdyz jsou vrhy téles v odporujicim prostredi velmi
aplikovanou disciplinou, napsat presné reseni rovnic pro jejich pohyb je v tomto pripadé velmi
slozité, i kdyz tyto vysledky jsou jiz néjakou dobu zndmy. V mnoha ptipadech je stile jednodussi
a §iteji aplikovatelné pouzivat pocitacovych simulacit
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2Prvni poéitace byly vyvijeny pravé pro rychly vypocet potfebnych parametrii pro piesnou stielbu z lodnich
kanéni, coz je ukazkovy pripad sikmého vrhu.
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